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] Neue Korrekturregeln und Zusatzaufgabe 1 |
@ Die erhaltenen Punkte bei 4 Aufgaben Ay, As, A3 bzw. A4 eines
Ubersicht: Ubungsblattes seien bei vollstandiger Korrektur a+, as, ag bzw. ay.

Die erhaltene Punktesumme ist dann aq + ay + ag + a4.

1. Ubungsbetrieb Fragen
Zusatzaufgabe 1

Zur Reduzierung der Korrekturarkeit werden Laplace-zufillig 2
Aufgaben ausgewihlt, diese beiden Aufgaben vollstindig korrigiert
und anschlieBend die Punktesumme P der beiden Aufgaben

2. Th Verteil
ema ertetiungen verdoppelt gutgeschrieben.

3. Vorbereitung VA Blatt 4 Berechnen Sie den Erwartungswert E[°] der gutgeschriebenen

Punktesumme!
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2. Thema: Verteilungen

O
ZU DWT
m ©Dr. Werner Meixner
=]
Diskrete Verteilungen, die eng mit Bernoulli-verteilten a
Zufallsvariablen zusammenhangen: ]

1

e Geometrische Verteilung Geo(p): fz,(z2) =pg—.

o Negativ-Binomial-Verteilung NegativBin(z, p):
fz,(2) = (i:i)]J"‘YJ"/*’”

@ Binomialverteilung Bin(z, p):

fx (z) = (i)})“'q""_"‘,

e Poisson-Verteilung Po(\): I, (z) = f”iiﬁm.

Dabei gilt fiir die Argumente der Dichtefunktionen entsprechend
2z € Nbzw. z € N bzw. v € Ny bzw. = € Ny,

Fir alle Gbrigen Argumente aus R werden die Dichten gleich 0
gesetzt.
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2.1 Welche Verteilungen betrachten wir?

12\

Diskrete Verteilungen, die eng mit Bernoulli-verteilten
Zufallsvariablen zusammenhingen:

1

o Geometrische Verteilung Geo(p): fz2,(2) =pg .

Z0 DWT
THT o- werner weicner

2.2 Beispiel einer Binomialverteilung

VA 4

Wir wahlen nacheinander (gleichverteilt) zufillig und unabhéngig
Buchstaben aus der Multimenge der Buchstaben des Wortes
CHOOSE aus.

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz der folgenden
Zufallsvariablen Z:

7 = Anzahl der Ziige (mit Zuriicklegen)

bis zum dritten Mal O gezogen wurde.
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Bestimmung der Verteilung fiir Z a

Die Aufgabe ist ein Spezialfall der Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit, dass bei der Wiederholung = der Auswertung
einer Bernoulli mit Erfolgswahrscheinlichkeit p verteilten
Zufallsvariablen I zum z-ten Mal das Ereignis I = 1 eintritt.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von 7 ist

=1\ , . .
fz(z) = (;1,-7 1)1)“1‘ .

Fir p = % und k = 3 folgt also

ZU DWT 2.2 Beispiel einer Binomialverteilung -
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Berechnung E[Z] und Var[Z] .
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Bestimmung der Verteilung fiir Z

Die Aufgabe ist ein Spezialfall der Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit, dass bei der Wiederholung = der Auswertung
einer Bernoulli mit Erfolgswahrscheinlichkeit p verteilten
Zufallsvariablen I zum x-ten Mal das Ereignis I = 1 eintritt.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von Z ist

=1\ . .,
fz(z) = (;1;7 l)ffq‘ ”.

Fir p = % und k& = 3 folgt also

o ('O

z0 DWT 2.2 Beispiel einer Binomialverteilung
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2.3 Beispiel einer geometrischen Verteilung

TA 4 von Blatt 3

2.3 Beispiel einer geometrischen Verteilung
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Definition: o
Sei I, eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable iiber einem

2.4 Das Konzept der Wiederholung bei Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, Pr) mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Fur alle n € N wird durch die unabhangige n-te Wiederholung der
Auswertung von I, eine Zufallsvariable I, , definiert.
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Kritik der Definition bzw. ,,Aussage’ zur Unabhangigkeit: Was ist zu tun?

@ Systeme von ,,unabhingigen” Zufallsvariablen setzen einen

gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum voraus. 1. Lésungsméglichkeit:

Man betrachtet stets nur endliche Abschnitte der Folge und kann
dann fiir diese Folge den W'keitsraum als endliches Produkt der
Riume fiir die beteiligten Bernoulli-verteilten Variablen.

In diesem Fall kommt man mit der bisherigen Definition der
W’keitsraume aus.
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SeiY=1,1.0p9, ... ,Ip.. ... .
2.5 Gemeinsame Herleitung der Verteilungen pl7p2 P "
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Matrix der negativ binomialverteilten Wahrscheinlichkeiten s =
PriA,.]: " :
Spaltensumme:
=11 2 3 4 k Fir alle k > 1 gilt
T =
i O O Cod = (k—=1\ .
p (o Qe ()pa 3 Fd = p.

’ 2 2 2 (3 2 2 ; i—1

2 0 p (l)p q (l)p q i=1

3 0 0 »* (j) Py

4 0 0 0 I

i .. (C‘:ll)p’q”_l
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Zeilensumme: m

Aus der Folge Y =1,1.1,2, ... .I,.. ... kann man bei
festgehaltener Zeile i auch ¢ geometrisch verteilte Zufallsvariable
X definieren. Dabei sei X; die Anzahl der Schritte ausgehend von
der (j — 1)ten Eins bis zum Auftreten der jten Eins in der Folge Y.
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3. Vorbereitung VA Blatt 4 " 3. Vorbereitung VA Blatt 4 "

31VA1 3.1VA1

In der statistischen Physik pflegt man die Verteilung gewisser
Teilchen (Molekiile, Photonen, Elektronen, usw.) zu betrachten.
Man nimmt an, dass sich jedes Teilchen durch einen Vektor von
KenngroBen charakterisieren |4Bt, der der Zuordnung des Teilchens
in eine von N |, Zellen” eines ,,Phasenraumes"” entspricht. Der
Zustand eines physikalischen Systems wird dann dadurch
beschrieben, dass man angibt, wie viele Teilchen sich jeweils in
einer Zelle befinden.
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Losung =

Jede ortliche Zuordnung der n Gasmolekiile G4, . .., (,,, so dass

sich jedes Molekiil in einer der N Zellen Zy, .. ., Zn befindet, stellt
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p(k,n), dass sich genau & ein Elementarereignis dar.
Gasmolekiile in einer beliebigen Zelle Z der N Zellen befinden,

einer Binomialverteilung geniigen und zeigen Sie dazu

k AT n—k
p(k,n) = bk, n.%) = (:)(%) (%) .

Wir codieren die Gasmolekiile durch natiirliche Zahlen 1,2, ..., n
und die Zellen durch natiirliche Zahlen 1.2,.... N. Die
Elementarereignisse ¢ € Q) codieren wir durch n-Tupel
e=(e1,e9,..., en) mit e; € [N] und der Bedeutung, dass der
Wert der i-ten Komponente von ¢ die Zelle liefert, in der sich das
Molekiil &G; befindet.
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Nun betrachten wir die Zufallsvariable

i=1

X7 ist binomialverteilt, i.Z. X ~ Bin(n, j\%), mit Dichtefunktion

n k N — n—k
fxg (k) =0(k:n, %) = (L) : (%) : (%) .

fx, (k) ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Wir betrachten nun eine bestimmte Zelle 7.

Fiir jedes der n Molekiile definieren wir eine Bernoulli Variable X,
die angibt, ob sich bei Ereignis ¢ das Molekiil G; in der Zelle Z
befindet oder nicht. Die Zufallsvariablen X; sind Bernoulli-verteilt
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p = \i

Die Zufallsvariablen X, X5, ..... X, sind unabhingig.
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Nun betrachten wir die Zufallsvariable

Xz = i X;.
i=1

Xz ist binomialverteilt, i. Z. X ~ Bin(n, %) mit Dichtefunktion

" N — b - 1. n_ 1 k. x\'?fl”*k
fxg (k) =blkin, 5) = (A) (T) (T) '

fx, (k) ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit.
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