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1. Fragen, Anregungen?

Aktuelle Fragen?

Anmeldungen zur Klausur unbedingt nachholen!!

z0 DS 1 Fragen, Anregungen?
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2. Quiz: Rechnen modulo n

Wir rechnen im Ring Zs = (Z¢. +6.6).

Wir rechnen im Ring Zs = (Zg. +6,-6) in 3 Minuten, schriftlich“.'._
Im Folgenden lassen wir den Index 6 in den Bezeichnungen +g. g
weg.

Zusatzfrage: Besitzt 2 ein multiplikatives Inverses 271 ?
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2 Quiz: Rechnen modulo n

I=A

in 3 Minuten, Adobe Acrobat
Wieviel ist: B O e e e oe vt Som e Acope w1
[]Da not show this message again
&
ZU DS 2 Quiz: Rechnen modulo n - zU DS -
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Wir rechnen im Ring Zs = (Zg, +6.6) in 3 Minuten, schriftlich“.‘._ L Losung: = .-
Im Folgenden lassen wir den Index 6 in den Bezeichnungen +¢. ¢ Wir rechnen in Zg. -
weg.
Wieviel ist:
11= 1] 2.2= 4] 3.3=3] (-3)= 3
bl=_ 2:2=_1  33=_] (=3 =— 1—2-5] 2.(-5)=2| 5l-5] (-3):3-3
— 4= . (—=hH) = -1 = — . =
S e e S (1-2P=5] 2.0-5)=] () =5 (4 (H=1
(1-2P=_1 2:(1-5)=_1| (-)7'=_1 (-4 (-4=__

Es gibt kein multiplikatives Inverses von 2, denn 2 ist ein Nullteiler
(zu welchem co-Nullteiler?)
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3. Thema: Euklidischer Algorithmus A N ; \ ;
3.1 Beispiel "ot Wir filhren den Euklidischen Algorithmus aus wie folgt. " e
Aufgabe: ro =53,

Berechnen Sie den gréBen gemeinsamen Teiler der ganzen Zahlen rr =36,
53 und 36 und stellen Sie den gg'T als Linearkombination dar wie rg =53mod36 =ro—1-r =17,
folgt: rg =36modl7 =ri —2-1p =2,
a-53+b-36=goT(53,36). ry =1Tmod2 =ry—8.r3 =1.
Es folgt
2o T(53,36) = 1.
%JD[:.SWemer Meixner E‘ %JD[:?Werner Meixner e E\
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Nun fiihren wir die Erweiterung des Euklidischen Algorithmus ZB. = = \. =
in der Form der Riickeinsetzung aus. g o : o o :

Wir fiihren den Euklidischen Algorithmus aus wie folgt.
1 = T4
=12 — 83 =ry — 8(r; — 2r2) ro =53,
=—8r +17ry = —8r +17(rg —71) rr =36,
=1Trg — 251 . ro =53mod36 =rg—1-1 =17,
rg =36modl7 =ri —2-1p =2,
Es folgt 17rg — 2571 = 1, mithin, fiir a = 17 und b = —25, ry =1Tmod2 =7ry—8.73 =1.
a-53+b-36=1. Es folgt
2o T(53.36) = 1.
Aus der Gleichung folgt:
Das Inverse von 36 modulo 53 ist (—25) mod 53 = 28.
gDDr.SWemer Meixner e E‘ gD?éWerner Meixner R E\




Nun fiihren wir die Erweiterung des Euklidischen Algorithmus ZB.
in der Form der Riickeinsetzung aus. g
1 = T4
=T2 — 8?‘3 =72 — 8('?“1 — 2‘?“2)
=—8r1+17Try = —8r +17(rg — 1)
= 177’0 — 2-5?"] .

).

3.2 Formalisierung und Verallgemeinerung m

In gewissen kommutativen Ringen R = (5, +.-.0, 1) stellt sich dA =

erweiterte Euklidische Algorithmus zur Berechnung des gréBten
gemeinsamen Teilers ggT(a, b) zweier Elemente a € S und b € S

dar als eine iterierte Transformation (Matrixmultiplikation) @;
angewandt auf A;_; wie folgt mit 79 = @ und ry = b.

=]
Dabei werden die Quotienten ¢; so gewahlt (geschatzt), dass die
A; mit wachsendem i in einem gewissen Sinn stets echt kleiner
werden.

Eine Berechnung wird beendet, wenn die Folge der AA; maximale
Lange besitzt, d. h. wenn kein Quotient existiert, der die Bildung
eines noch kleineren Restes erlaubt.
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dass der Faktor g; gefunden werden kann!
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Es folgt 17rg — 2571 = 1, mithin, fiir a = 17 und b = —25, u
2 = (1)
a-53+0b-36=1.
T 0 1 i1
. A = ' g Ai —= !
Aus der Gleichung folgt: ‘ ( Tid1 ) @ifi1 ( 1 —q ) ( T; )
Das Inverse von 36 modulo 53 ist (—25) mod 53 = 28. = T firalle i =1.2..... ne<N.
Fi—1 — 4l o
z0 DS 3.1 Beispiel - zU DS 3.2 Formalisierung und Verallgemeinerun -
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; Die Berechnung setzt voraus, ._A _.
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=] a =]
Die Berechnung setzt voraus, ._A a
dass der Faktor ¢; gefunden werden kann! g ®

Dies setzt z.B. voraus, dass r;_1 in gewissem Sinne ,,groBer” ist als
5.

Falls umgekehrt 7; in gewissem Sinne ,,groBer” ist als r;_1,
dann fiigt man eine Vertauschung ein in Gestalt einer
Vertauschungsmatrix.

Wir haben dann

(:z;)(?zi)'(?é)(’”if)-

Dies ist ein Schritt einer ,,Division".
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4. Vorbereitung auf TA Blatt 11
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Man zeige:
216 mod3 =1,

Losung

233 mod 3 = 2,

21600

mod3=1.

2160 mod 3 = (22)®*mod 3 = (4mod 3)* mod 3 = 1®mod3 = 1.
233 mod 3 = ((219)? - 2)mod3 =1-2mod3 = 2.

21600 10d 3 = (219)10 mod 3 = Tmod 3 = 1.
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4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus

Wir betrachten im Folgenden den Ring (Z,+,-.0,1)
der ganzen Zahlen.

@ Zeigen Sie fiir alle entsprechenden i

ge'l'(a,b) = ggL(ri, riz1) .

zU DS 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus -
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o
Die Matrixmultiplikation liefert eine Linearkombination wie folgs. l
=] =]

s= ()= Gl )= (0 2 ()
Titl i1 — il L —qi T

Da die Matrix Q; = ( (1) _1q' ) invertierbar ist mit

1 (@ 1
(1)),

haben die Komponentenpaare der A; fiir alle i die gleichen Teiler.

w.z.b.w.

ZU DS 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus
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Berechnung:

Wir rechnen im Ring der ganzen Zahlen.
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Berechnung: :ﬁ ..
Wir rechnen im Ring der ganzen Zahlen. . g "

Im Euklidischen Algorithmus fiir den Ring ganzer Zahlen zur
Berechnung des ggT'(a, b) werden die Quotienten ¢; durch
ganzzahlige Division bestimmt.

gi = ri—1divr;.

Abweichend davon kénnte man aber auch grob schatzen.

Fiir die Linearkombination r;4+1 = r;_1 — ¢;r; folgt dann

Tl = Ti—1 mod Ti.
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Berechnung (Fortsetzung):

o

71

)
ry
T4
I's
re

r7

= 10800,

122,
10800 mod 122 = 64,

= 122mod 64 = 58,
= 64mod58 =6,

= 58mod6 =4,
= 6Gmod4d =2,
4mod2=0.

Ergebnis:  ggT (10800, 122) = rg = 2.
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© Berechnen Sie mit dem erweiterten Euklidischen Algorithn;.us\ ..
ganze Zahlen m,n, so dass gilt .

m-10800+mn-122 = ggT (10800, 122) (Linearkombination).

Ein duBerst wichtiger nachster Schritt besteht darin, den groBten
gemeinsamen Teiler rg von a und b als Linearkombination von
a = rp und b = r{ zu bestimmen.

Dies geschieht mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
wie folgt.

Der erweiterte Euklidische Algorithmus l&sst sich als
Matrixmultiplikation wie folgt darstellen:

(r:il):Q”'Qﬂl'-..-QZ.Ql.(Z).

Nun fiihren wir die Erweiterung des Euklidischen Algorithmus f.B..\ =

in der Form der Riickeinsetzung aus.

1

Es folgt 17rg — 25r1 = 1, mithin, fiir a = 17 und b = —25,

T4
Tro — 87’3 =72 — 8(‘?‘1 — 2'?“2)
—8r +17ry = —8r1 + 17(rg — 1)
17?"0 — 25?’1 .

a-53+b-36=1.

Aus der Gleichung folgt:

Das Inverse von 36 modulo 53 ist (—25) mod 53 = 28.

Wir fiihren den Euklidischen Algorithmus aus wie folgt.

To :53,

rt =36,

ry =53mod36 =rg—1-r1 =17,
rg =36modl7 =r —2-r9 =2,
ry =1Tmod2 =7r9—-8-r3 =1.

Es folgt
oo T(53,36) = 1.

z0 Ds 3.1 Beispiel -
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_ (0 1 o M
Py =Qp- Py = ( 1 _qk) ( -

Es gelten die folgenden Gleichungen.
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QG = rTrp_1divrg,
rpe1 = rp_ipmodry,
Mit1 = M1 — 4k M
Ngy1 = Ng—1 — gk - Nk,
re = Mmp-a+ng-b.

4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus

Tg—1
ng.
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.' '. Die Matrizen P, enthalten die Koeffizienten der jeweiligen .' '.
u a Linearkombinationen. Man berechnet diese Koeffizienten a u
g ® gleichzeitig mit den 7, durch sukzessive Berechnung von g o

).
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Wir fithren die Auswertung der Formeln von Hand aus mit { m Wir fithren die Auswertung der Formeln von Hand aus mit m ( =
Buchfiihrung in einer Tabelle. = Buchfiihrung in einer Tabelle. = =
=] 5] =] =] o =]
ke Th—1 Tk k| | Mg_1 My N1 g k -1 Tk Qe | | M1 Mg N1 1
k=11 10800 122 88 1 0 0 1 k=11 10800 122 88 1 0 0 1
k=2 122 64 1 1 —88 k=2 122 64 1 1 —88
k=3 64 58 1 —1 89 k=3 64 58 1 —1 89
e =4 58 6 9 2 —177 k=4 58 6 9 2 —177
=5 6 4 1 —19 1682 k=5 § 4 1 —19 1682
k=6 4 2 2 21 —1859 k=6 4 2 2 21 —1859
k=T 2 0 —61 5400 k=17 2 0 —61 5400
Ergebnis: Ergebnis:
me - a+ ng-b=21-10800 + (—1859) - 122 = 2. meg - a -+ ng-b=21-10800+ (—1859) - 122 = 2.
ng[:Swemer — 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus E ‘ ng[:?Wemer — 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus E \
D,ie Matrize'n Pf”‘ enthalten die Koefflzie'nten der j_eyveiligen m Wir fithren die Auswertung der Formeln von Hand aus mit m =
Linearkombinationen. Man berechnet diese Koeffizienten N .
. e . = Buchfiihrung in einer Tabelle. = =
gleichzeitig mit den 7 durch sukzessive Berechnung von m® g o
01 k -1 Tk Qe | | M1 Mg N1 1
Po=0Qp Py = ( | ) . ( k-1 Tkl ) _ E=1[10800 122 88 I 0 0 1
— M T k=2 122 64 1 1 —88
. _ k=3 64 58 1 —1 89
Es gelten die folgenden Gleichungen. b—4 58 6 9 9 —_177
o divr k=5 § 4 1 —19 1682
U fe L VT k=G 102 2 21 —1859
Pt = -1 mod i, k=17 2 0 —61 5400
Mgy = Me—1 — Gk Mg,
Ergebnis:
k41 Ne—1 — 4k * Tk
Tk = Mp-a+ng-b. meg - a -+ ng-b=21-10800+ (—1859) - 122 = 2.
gDwaemer — 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus E ‘ ECE‘JD[:éwerner — 4.2 VA 2, Euklidischer Algorithmus E \
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4.3 VA 3, Abstrakte Ringe, elementare Eigenschaften = =
=] 5] =]

@ Man zeige:
In einem beliebigen Ring (R, &, ©,0, 1) gelten die folgenden
Gleichungen.

a0 = 00a = 0, a®b = (—a)®(=b).

z0 ps
(S)Dr. Werner Meixner

4.3 VA 3, Abstrakte Ringe, elementare Eigenschaften =

@ Man zeige:
In einem beliebigen Ring (R, &, ®,0,1) gelten die folgenden
Gleichungen.

a®0 0®a

=0, a®b = (—a)®(=b).
Bemerkung 1: Das Inverse eines Elements & beziiglich der
Operation ¢ wird mit —2 bezeichnet.

Bemerkung 2: Da a und b beliebige Elemente aus I? sind,
schreiben wir die Gleichungen ohne Allquantoren.
Natiirlich darf man auch Ya.b erginzen.
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4.3 VA 3, Abstrakte Ringe, elementare Eigenschaften

Beweis: .- "-.

1. Gleichung(en): a®0
e Es gilt

a®0=a®(020)=(a®0)%(a®0).

Daraus folgt mit additiver Kiirzungsregel a @ 0 = 0.

Da die Kommutativitat der Multiplikation nicht vorausgesetzt
wurde, missen wir 0 @ a = 0 gesondert beweisen.

Dies folgert man aber analog wie vorhin.
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4.3 VA 3, Abstrakte Ringe, elementare Eigenschaften

I=A

.
o r
o =]
@ Geben Sie zwei nichtkommutative Ringe an.
Losung:
zU DS
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a ’—.l
4.4 VA 4 "
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Die Menge der Permutationen der Teilmenge {1,2, 3.4} der
nattirlichen Zahlen bildet zusammen mit der Komposition o von
Abbildungen die Gruppe S4. Das neutrale Element der Gruppe sei
id. Wir betrachten die in Zyklusschreibweise gegebenen
Permutationen

12)@3)@)  und  q=(1)(2)(34).
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TN

Seien r =poqund U = {id,p,q,r}.

@ Geben Sie die o-Verkniipfungstafel fiir die Elemente aus U an.

@ Beweisen Sie, dass die Menge U mit jedem Element 2 € U
auch sein Inverses =1 enthilt (mit 2 o 27! = id).

© Aus den obigen Aussagen folgt, dass U eine Untergruppe von
Sy ist. Ist die Gruppe U zyklisch 7 Beweis!

z0 DS 44 VA 4
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4.4 VA 4

Die Menge der Permutationen der Teilmenge {1,2,3,4} der
natiirlichen Zahlen bildet zusammen mit der Komposition o von
Abbildungen die Gruppe S4. Das neutrale Element der Gruppe sei
id. Wir betrachten die in Zyklusschreibweise gegebenen
Permutationen

—(12B)E)  und = (1)) 4).
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Einige Hilfsrechnungen: .- N .. Einige Hilfsrechnungen: .. « ..
(pop)(1) =p(p(1)) =p(2) =1, : (pop)(l) =p(p(1)) =p(2) =1, ;
(pop)(2) =p(p(2)) =p(1) =2, (pop)(2) =p(p(2)) =p(1) =2,

(pop)(3) =p(p(3)) =p3) =3, (pop)(3) =p(p(3)) =p(3) =3,

(pop)(4) =p(p(4)) =p4) =4 (pop)(4) =p(p(4)) =p4) =4

Analog fiir g o q.
Es gelten pop =id und go g = id.

(1234 (1234
Ped=N\ 9 1 4 3 ) 91°P=\ 9 1 4 3 )

z0 ps - z0 Ds -
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@ Geben Sie die o-Verkniipfungstafel fiir die Elemente aus U an.
© Beweisen Sie, dass die Menge U mit jedem Element x € U

Losung auch sein Inverses v=1 enthilt (mit z 027! = id).

Losung

Fiir jedes Element 2 € U gilt 2% = id.

zU Ds - z0 Ds -
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© Aus den obigen Aussagen folgt, dass U eine Untergruppe von
S, ist.
Ist die Gruppe U zyklisch 7 Beweis!

Losung
Nein!

Ware die Gruppe zyklisch, dann miisste sie ein Element der
Ordnung 4 enthalten.

z0 DS 44 VA 4 -
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Viel Erfolg bei der Endterm!!
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