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2.1 Limes " a
Definition des Grenzwertes

lim, .~ f(n)=a

= VeeRT: In.eN: YneNn>n.: |[f(n)—a| <¢

Sprechweise:

a ist Grenzwert der Funktion f(n), wenn das n gegen > geht.

a = +o0 ist zuldssig.

Es wird hier gerne die Bezeichnung = gewahlt, weil man dabei an
immer kleiner werdende Schranken denkt.
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2.1 Limes
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2. Thema: Limes und Landausymbole

Zwischen Grenzwert und Wachstum gibt es enge Beziehungen.

Siehe insbesondere Vorbereitungsaufgabe 3.2.
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2 Thema: Limes und Landausymbole
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2.2 Wachstum o(g) “at

Definition Wachstum f € o(g)

feolg)

= VeeRT: In.eN: VneNnzne: [f(n)] <c gln).
Sprechweise:

f wéchst lansamer als g, falls f € o(g).

o(g) ist definiert als die Menge aller Funktionen f, die langsamer
wachsen als g.
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2.2 Wachstum o(g)
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Zusammenhang von Grenzwert und Wachstum:

Satz m
Seien f: Ny — R und a € R. Dann gilt

(f—a)€o(l).

lim f(n)=a =

n—00
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Zusammenhang von Grenzwert und Wachstum:

Satz
Seien f: Ny — R und a € R. Dann gilt

lim f(n)=a <= (f—a)€o(l).
Beweis

lim, . f(n)=a
= VYecR": In.cN: YmeNn=n.: [f(n)—a| <
e YeeR': 3n.eN: YneNn>n.: |f(n)—a|<c-1

(f(n)—a)eo(l).

—
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2.2 Wachstum o(g)

3. Vorbereitung

3.1 VA1l
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3. Vorbereitung

31VA1

Wir setzen ein Universum U voraus, das mindestens die Mengen
Ny, R und die Menge F aller Abbildungen von Ny in die Menge
der reellen Zahlen R umfasst. Desweiteren seien soweit erforderlich
Relationen und Operationen enthalten.

Wir setzen voraus, dass die benétigten Pradikat- und
Funktionssymbole in der Pradikatenlogik vorhanden sind.

zU DS 31VA1

(©Dr. Werner Meixner

I=A




Vorbemerkung

Jede natiirliche Kommunikation enth3lt den automatischen "
Ubergang von der Bezeichnung zur Semantik. Selbstverstandlich
unterscheiden wir in der natiirlichen Kommunikation nicht standig
das Wort ,Auto” von seiner Bedeutung ,, Autog”. Auch in der
mathematischen Sprechweise werden wir im Normalfall den
automatischen Ubergang auf die Bedeutung eines Wortes
unterstellen.
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Seien f und g Elemente von I, so dass f(n) = 2 und g(n) = n fiir
alle n € Ny gilt.
@ Fiir welche n € N und € € RT gilt | f(n)| < € g(n)? Geben
Sie die Lésung als Menge H von Paaren (72, €) an.

@ Sei e € RT. Fiir welche ng € N gilt die folgende Formel?

YneNn=>ng: |f(n)| <e-g(n). (1)
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H={(mc)eNxR|2<m}

Seien f und ¢ Elemente von F', so dass f(n) =2 und g(n) = n.fM
alle n € Ny gilt.

© Fiir welche n € N und e € R gilt [f(n)] < €-g(n)? Geben
Sie die Losung als Menge H von Paaren (n,¢) an.

Losung

Fir alle n € N und € € RT gilt

[f(n)] < €-g(n)

— 2<e-n
= (ne)e{(mc)eNxR|2<m}.

Die gesuchte Losungsmenge ist also
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Seien f und g Elemente von F', so dass f(n) =2 und g(n) = n®fir  ®

alle n € Ny gilt. _/‘ _.

@ Sei ¢ € R*. Fiir welche ng € N gilt die folgende Formel? ~ ®

[f(n)] < €-g(n). (1)

YneNn>ng:

Losung

Zunachst muss (ng, ¢) aus der Lésungsmenge H sein, d.h. es muss
gelten

= np

™R

Wir erhalten fiir alle n > ng
2<e-ng<e-n,
und damit die Giiltigkeit der Formel (1).
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a =] =] a =]
3.2VA 2 = = 3.2VA 2 = =
o o o
/‘ = Seien M und P pradikatenlogische Formeln. Wir verwenden haafig I =
" die abkiirzenden Schreibweisen .
Yo, M: P fir Yo (M — P) und
Jx, M: P fur 3z (M AP).
© Beweisen Sie die entsprechenden DeMorgan'schen Gesetze
=Y, M: P = dx. M: =P bzw.
-3, M: P = Yo, M: —-P.
@ Wir betrachten eine Formel, die wir mit o( f, g) bezeichnen
wollen wie folgt:
o(f,g) = Ve e RY: Ing e N: Vne Non > ng: |f(n) < egn).
Zeigen Sie
—o(f,g) = e e R Vng e N: 3neN,n 2= ng: |f(n)| > eg(n).
%JD[:.SWerner Meixner E\ %JDDr.SWerner Meixner e Ex
= B a B g
Abkiirzenden Schreibweisen = =
Yr, M: P fir VYo (M — P) und '\ | '\ |
o, M: P fir Ju (MAP), Tag e Tage
© Beweisen Sie die entsprechenden DeMorgan'schen Gesetze und
Vo, M: P = daz,M: —F bzw.
—dz,M: P = Vo, M: -P. —dz, M: P = -—dx (ﬂlr/\P) (Def)
Losung = Yo -(MAP) (DeMorgan)
Wir schlie = Ya (=M V-P) (DeMorgan)
ir schlieBen
= VYa (M — =P) (Def.)
-Yx,M: P = =Yr (M — P) (Def.) - = Ya,M: =P. (Def.)
= Jo (M —=P) (DeMorgan)
= dr ~(-MvDP) (Def.)
= Jx (M A-P) (DeMorgan)
= Jdu. M: P (Def.)
zU Ds 3.2VA2 zU Ds 3.2VA2
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Abkiirzenden Schreibweisen " o
Yr, M: P fir VYo (M — P) und '\ '\ |
o, M: P fir Ju (MAP), Tag e Tage
© Beweisen Sie die entsprechenden DeMorgan'schen Gesetze und
Vo, M: P = daz,M: —F bzw.
-de,M: P = Va,M: -P. —dz,M: P = -dx (:'llr/\ P) (Def)
Losung = Yo -(MAP) (DeMorgan)
Wir schlie = Ya (=M V-P) (DeMorgan)
T sehiieren = Yz (M — =P) (Def.)
-Yx,M: P = =Yr (M — P) (Def.) = Ya,M: =P. (Def.)
= du (M — P) (DeMorgan)
= dr ~(-MvDP) (Def.)
= Jx (M A-P) (DeMorgan)
= Jdu. M: P (Def.)
%JD[:.SWerner Meixner e E\ %JDDr.SWerner Meixner e Ex
= B a B g
Lésung B \ Lésung o \ B
Man kann in der folgenden Berechnung gut verfolgen, wie das m® Man kann in der folgenden Berechnung gut verfolgen, wie das  ® = ®

Negationszeichen durch die Formel wandert und dabei die
Quantoren in ihr duales Gegenteil verkehrt.
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Negationszeichen durch die Formel wandert und dabei die
Quantoren in ihr duales Gegenteil verkehrt.

ol f,9)
= ~VeeRT: dnpeN: VneNn>ng: \f(n)|§
= decRT: mIngeN: YneNn>ng: |[f(n) <e
= JdecRT:VngeN: =VneNn>ng: [f(n) <e
\S

\/\_/

= JecRT:VngeN: IneN,n=ng: = (|f(n
|

= JeeRT:VngeN: IneNnz=ny: |f(n) cg(r

(2-)
-g(n))
1)
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3.3VA 3 '_\ : 3.3VA 3 " \ -
" Im Folgenden bezeichnet 1 in o(1) die konstante Funktion, die fiir -
alle n € Ny den Wert 1 besitzt.
© Man zeige durch Riickfiihrung auf die Definition des
Wachstums o( f(n)):
e c€o(l).
© Man zeige: Fir reellwertige Funktionen f: Ny — R gilt
lim f(n)=0 <= f(n)<o(l).
%JD[:.SWerner Meixner E\ %JDDr.SWerner Meixner Ex
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Losung Teilaufg. 1 " - ) Losung Teilaufg. 1 " g ® :

Sei f(n) = n%rl fiir alle n € No. Dann haben wir zu zeigen

1
YeeRT:In.eN:¥YneN,n>n.: “ < c- 1.
n-+1
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Sei f(n) = %ﬂ fiir alle n € Ng. Dann haben wir zu zeigen

Yee R :3In.eN:vneN,n>n,: ‘ < - 1.

-n+1‘

Wir erfiillen schrittweise den obigen pradikatenlogischen Ausdruck
von ,,links nach rechts” gemaB der Klammerung

1
_ 0 N I
n-+1‘<C H

YecRT : [Hn.c eN: [V, eNn>n.:
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[m] o . . . . 5]
i \ _ Nun missen wir zeigen, dass gilt i .
Als Erstes nehmen wir ein beliebiges ¢ > 0 an. Fiir dieses ¢ > 0 ift g ® 1 B g "
Folgendes nachzuweisen. _ YneNn>n.:|——|<c-1.
- n—+1
Jn. € N : [Vn cN,n>ng: o~ 1‘ < - 1] . Wir nehmen ein beliebiges n mit n > n. an und haben zu zeigen:
Den Existenzbeweis fiihren wir wieder konstruktiv. Wir 1 <ec-1.
konstruieren ein geeignetes 1. wie folgt: n+1
1 Wegen n > n. = (%] + 17 gilt n > % mithin % <
Ne 1= L-‘ +17. Es folgt
' 1 1 1
= < —<c-1
n-+1 n-+1 n
W.z.b.w.
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= = Umformung: . m
34VA 4 = o m
. o o ._1 o o
Man zeige: (logn?)? € o(2"7). °g® (log, n?)? = by (Inn)? < c- 200, @g®
Losung Wir bezeichnen Inn mit x, d.h. wir setzen = Inn, und wir setzen
Es ist zu zeigen: k= ﬁg
YeeRT: In.eN: ¥neNn>n. |(logn?)? <c- glnn Nun benutzen wir die Ungleichung 2* < 2% fiir = > 10. Die

Ungleichung folgt durch Logarithmieren bzw. Delogarithmieren aus

Sei b eine beliebige zuldssige Basis. 3Inz <zln2 firz = 10.

v e . . . T > r >k L e
Wir losen die Formel schrittweise auf. Dann gilt fiir = > 10, = >k und z =€

Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0. Nun konstruieren wir eine I
- . 2 3 @
natirliche Zahl n., so dass gilt k-x® = " -x < e 2%
. 242 . olnn . . .
neNon=zmne: (logn”)” < e 207, Nun setzen wir 2o = max{10.k, 2} und ng = [¢*] und erhalten

fur alle n > ng die gewiinschte Ungleichung.
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34VA 4 m

Man zeige: (logn?)? € o(2"7).

Losung

Es ist zu zeigen:

YecRY: In. e N: ¥n e Non > ng |(logn?)?| < c- 2.

Sei b eine beliebige zuldssige Basis.

Wir losen die Formel schrittweise auf.

Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0. Nun konstruieren wir eine

natirliche Zahl n., so dass gilt

YneNn>n.: (logn?)? < c.2nn,
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