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1.1 ,,Das Versteh' ich nicht!* 1.1 ,,Das Versteh’ ich nicht!*
Falsche Lesetechnik? Lesen und héren Sie strukturiert! Falsche Lesetechnik? Lesen und horen Sie strukturiert!
Eine Definition wird zundchst syntaktisch funktional analysiert. Eine Definition wird zundchst syntaktisch funktional analysiert.
Ein inhaltliches Verstandnis entsteht in nachfolgenden Schritten.
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2. Thema: Beweisfithrung = (-' . ) ) a ("
C = 2.1.1 Uberfiihrung von Aussagen in Beweise = C
2.1 Informell prizise Beweise tet Tet
) P Aussagen konnen durch Verfahren (Vorgdnge) interpretiert und
Wir haben iiber mathematische Gegenstande bereits so viel bewiesen werden und umgekehrt.
gelernt, dass wir prazise mathematische Beweise verstehen und
selbst formulieren kdnnen. Eine Aussage der Form
Wenn wir dabei nur Bezug nehmen auf die natiirliche Sprache und AR (Implikation)
,gesunden Menschenverstand ,
kann bewiesen werden durch
dann sind diese Beweise informell.
Annahme: Es gilt A.
Bemerkung: . .
, g B , , B , Dann wird B bewiesen. (Inferenz)
Das informelle Verstandnis von mathematischen Gegenstanden ist
eine selbstverstandliche Voraussetzung jeglicher Formalisierung von
Inhalten.
zU DS 2.1 Informell prazise Beweise - zU DS 2.1 Informell prizise Beweise -
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2.1.2 Beispiel Distributivitat des Relationenprodukts
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2.1.2 Beispiel Distributivitdat des Relationenprodukts

Fiir alle Mengen M und binare Relationen R, S, T iiber M, d. h.
R. S, T C M x M, gilt die Distributivitdt des Relationenprodukts o
gegeniiber der Mengenvereinigung U von Relaticnen, d.h., es gilt

Ro(SUT)=(RoS)U(RoT).
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2.1 Informell prizise Beweise
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Bemerkung: . e "

Es wird auch gerne die folgende andere Sprechweise fiir die
Formulierung der Voraussetzungen einer Behauptung gewahlt:

Seien M eine Menge und R, S, T' binare Relationen tiber M ... "
bedeutet, dass die obige Gleichung fiir alle M, R, S und 1" gilt.

Man kann auch sagen
.Seien M eine beliebig gewihlte Menge und
R, S, T beliebig gewahlte bindre Relationen iiber M “

Um obige Distributivitdt beweisen zu kénnen, braucht in allen
Fallen nur R, S, T"C M x M und sonst nichts bekannt zu sein.
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Beweis: B g

Wir verwandeln nun die obige Behauptung in ein Verfahren zur
Berechnung ihres Wahrheitswertes.

Der erste Schritt ist immer die Annahme, dass die Voraussetzungen

alle gelten. Dazu dient der Text:

Seien M eine beliebig gewahlte Menge und R, S, T beliebig
gewdhlte bindre Relationen iiber M.

In unserem logischen Denkraum haben wir nun Platzhalter fiir die
angenommenen Objekte M, R, S, 1 erzeugt.

zU Ds
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Wir miissen nun fiir diese Objekte eine Mengengleichung U =V
beweisen, die nichts anderes bedeutet als die Konjunktion von
Implikationen:
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Wir miissen nun fiir diese Ohjekte eine Mengengleichung [ =V
beweisen, die nichts anderes bedeutet als die Konjunktion von
Implikationen:

Fir alle z € M x M gilt

el -2V und z€V -zl

Hier sind U = Ro (SUT) und V = (Ro S)U (R o) gesetzt.
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2.1 Informell prazise Beweise

Wir beweisen zunichst fiir alle 2 € M x M die Implikation ®
reRo(SUT) — z€(RoS)U(RoT)
wie folgt.

Zweiter Schritt:

Wenn fiir alle = einer Menge eine Implikation gezeigt werden soll,
dann nimmt man einfach ein x an, das die Pramisse der
Implikation erfillt. Also:

Seix e M x M, sodass x € Ro(SUT) gilt.

Da z ein Tupel ist, konnen wir gleichzeitig = = (u, v) annehmen
mit irgenwelchen u, v € M, iiber die wir natiirlich zundchst nichts
Naheres wissen.

zU DS 2.1 Informell prazise Beweise
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Allerdings wissen wir, dass @ € Ro (SUT) gilt, d.h. " a m° )

r=(u,v)ERo(SUT).
Dies bedeutet, dass (u, v) aus den Relationen R und SUT
hervorgeht, und zwar durch Produktbildung.
Es muss folglich ein Element w € M existieren, so dass sowohl
(u,w) € R gilt als auch (w,v) € (SUT).
Wir kdnnen also annehmen:

Sei w € M, so dass (u,w) € R und (w,v) € (SUT) gilt.

zU Ds
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Wir haben nun alle Informationen beisammen, die wir aus dena
Pramissen ableiten kdnnen.

Was aber miissen wir nun zeigen?

Zu zeigen ist:

re(RoS)yU(RoT). (%)

Natirlich kdonnen wir fiir den Beweis nun alles beniitzen, was wir
an Informationen haben.

Also z=(u,v) und (u,w) € Rund (w,v) e (SUT).

Da wir nicht wissen, ob (w,v) € S oder (w,v) € T gilt, miissen
wir priifen, ob in beiden Fillen die Aussage () ableitbar ist.

Wir miissen eine Fallunterscheidung machen!

z0 ps
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Fallunterscheidung a

Fall 1: (w.v) € S.

Wir haben (u,w) € R und (w,v) € S, d.h. definitionsgemaB
(u,v) € Ro S.

Daraus folgt wegen Mengeninklusion (Ro S)C(RoS)U(ReT),
dass (u,v) € (RoS)U(RoT) gilt, d.h.

r€(RoS)U(ReT).

Fall 2: (w.v) € T.

Analog folgt
r€(RoS)U(ReT).

W.z.b.w.
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2.1 Informell prazise Beweise

Nun bleibt der Beweis der umgekehrten Implikation.
Fir alle x € M x M gilt

r€(RoS)U(RoT) = z€Ro(SUT)

Den Beweis dieser Umkehrung wollen wir dem Leser iiberlassen.
Er ist weitgehend analog dem schon vorgestellten Beweis.
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Im Folgenden wollen wir im Vorgriff auf pradikatenlogische
Identitaten einen sehr kurz erscheinenden Beweis darstellen, der
aquivalente Umformungen von Ausdriicken benutzt.
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Vorausblick auf kompakten Aquivalenzbeweis. =
Dabei lesen wir zunidchst das Zeichen dw ganz informell als ,,eg_ ﬁ
existiert w " in der natiirlichen Wortbedeutung: sy =

(u,v) € Ro(SUT)
= Jw ((w.w)eR A (w,0)e(SUTY)
= Jw ((w.w)eR A ((w,0)eSV(w.v)el))
= dw (({(u,w)eRN(w, v)ES) V ((u,w)ER AN (w,v)eT)))
= Jw ((w,w)e RN (w,v)eS) V
Juw ((w,w)e RA (w,v)eT))
(u,v) € RoS Vv (u,v) € RoT =
(w,v) € (RoS U RoT).
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2.1 Informell prazise Beweise

Bemerkungen:

Der urspriingliche Beweis der Gleichung erscheint sehr aufwendig
aber elementar.

Der dquivalenzbasierte Beweis ist wesentlich kiirzer.
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Bemerkungen:

Der urspriingliche Beweis der Gleichung erscheint sehr aufwendig
aber elementar.

Der dquivalenzbasierte Beweis ist wesentlich kiirzer.

Man lernt daraus, dass der mathematische Formalismus auf
engstem Raum eine groBe Informationsmenge darstellen kann.

Allerdings ersetzt der eine Beweis nicht den anderen, wenn es um
das Verstandnis der Inhalte geht.
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2.2 Beweisarten
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2.2 Beweisarten

© Direkter Beweis:
Geben Sie fiir die folgende Aussage einen direkten Beweis an.

Das arithmetische Mittel b = %Z?:l a; von n Zahlen a;,
1 < ¢ < n bleibt unverandert, falls die Folge der a; mit
beliebig vielen s erweitert wird, d. h.

n
Za@_ + m-b
i=1

1 — 1
b:— - =
nza n4+m

i=1

Bemerkung:

Auch leeren Summen wird ein Wert zugewiesen,

und zwar das jeweilige ,,neutrale” Element der Operation,
d. h. hier O fiir die leere Summe.

A

z0 DS 2.2 Beweisarten - z0 Ds -
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2.2 Beweisarten LI LI
Bemerkung:

@ Direkter Bewels:

Geben Sie fiir die folgende Aussage einen direkten Beweis an.

Das arithmetische Mittel b = %Z?:l a; von n Zahlen a;,
1 < ¢ < n bleibt unverandert, falls die Folge der a; mit
beliebig vielen s erweitert wird, d. h.

szZai = T ;a@_ + m-b

i=1

zU DS 2.2 Beweisarten
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Auch leeren Summen wird ein Wert zugewiesen,
und zwar das jeweilige ,,neutrale” Element der Operation,
d. h. hier O fiir die leere Summe.

Eine leere Summe liegt z. B. immer dann vor,
wenn der Laufindex ¢ bei iy beginnt, aber n < ig gilt,
d. h. wir setzen 7y < 7 < n voraus.

zU DS 2.2 Beweisarten
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Losung:

Intuitiv ist klar, dass die Hinzunahme des Wertes des =

arithmetischen Mittels zu den Werten, (ber die das Mittel gebil.det. m

wird, das Mittel selbst nicht verandert.

Die entsprechende Rechnung ist wie folgt.

i m-b| = i m - — i
n—+m (;a Tom ) n—+m (;a Tom n.;a)

N n—+m 7

;

NE

T

- L

@ Indirekter Beweis:

Es seien m,n. k € N natiirliche Zahlen mit m > n - k.

Zeigen Sie:

=%

Verteilt man m Hamster auf n Kafige, so befinden sich in

mindestens einem Kafig & + 1 oder mehr Hamster.

Fiihren Sie einen indirekten Beweis, indem Sie annehmen, in
allen Kafigen wiirden sich nach einer Verteilung weniger als
k 4+ 1 Hamster befinden.

1 (n + m)
n—+m n -
i=1
1 n
= — a; .
3
i=1
z0 DS 2.2 Beweisarten - zU DS 2.2 Beweisarten -
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Losung: . - " Wir zeigen die Kontraposition von A — B, d. h. . g @ :
Die Voraussetzung 1 > 1 - i bezeichnen wir als Aussage A. B — —A.
Wir bezeichnen die Anzahl der in Kafig ¢ (1 < ¢ < n) befindlichen
Hamster als h;. Annahme: Es gelte =B, d. h., fiir alle i gelte h; < &+ 1.
Wegen h; < k schitzen wir die Gesamtzahl m aller Hamster in den

Zu zeigen ist dann die Aussage B mit

B=(Fi1<i<n)[h=k+1].

Insgesamt haben wir also die Implikation A — B zu zeigen.

z0 ps
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Kafigen ab mit

Damit ist die Negation der Voraussetzung m > n - k gezeigt,

m = Zn:h«i < zn:k: n-k.
i=1 i=1

mithin Aussage —A.

zU Ds
(©Dr. Werner Meixner

2.2 Beweisarten

=\




Widerspruchsbeweis:
Wir zeigen A, -B — false.

Beispiel siche TA 3.

z0 ps
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2.2 Beweisarten

3. Beweis durch Induktion ...\ .

Mit einem Induktionsbeweis beweist man die Wahrheitswerte einer
aufgezahlten Menge von Aussagen
A1 A0 Ag AL

durch eine Aufzihlung der Beweise B; fiir die Aussagen A;

Man beweist dabei die erste der Aussagen,
d.h. Ay, und eine Folgerung A, — A, fiir beliebiges n > 1.

Daraus ergibt sich dann eine Aufzdhlung der Beweise B,.

z0 ps
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3 Beweis durch Induktion

Man beachte: |

Die Variable n bedeutet lediglich den Index in der Aufzahlung der
Aussagen A, bzw. Beweise B,,.

Selbstverstandlich beginnt der Index einer Aufzihlung bei 1
und ist aufsteigend unendlich.

Die Aussagen A, haben stets die Form
Es gilt P(n).

Dabei ist ’(n) ein Pradikat, das sich auf den Index n bezieht.

z0 ps
(©Dr. Werner Meixner

3 Beweis durch Induktion
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Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen. a

Die Giiltigkeit einer Formel
Yn e N: P(n)

mit vollstandiger Induktion zu beweisen, heilt,

zU Ds
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Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen. " g ® ; Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen. " a g @ ;
Die Giiltigkeit einer Formel Die Giiltigkeit einer Formel
YneN: P(n) (1) YneN: P(n) (1)
mit vollstandiger Induktion zu beweisen, heiBt, mit vollstandiger Induktion zu beweisen, heilt,
anstatt (1) die Giiltigkeit der folgenden Formel zu zeigen. anstatt (1) die Giiltigkeit der folgenden Formel zu zeigen.
P(l) A YneN: (P(n)— P(n+1)). (2) P(l) AN YneN: (P(n)— P(n+1)). (2)
Bemerkung: Wir beniitzen hier in der Mathematik gebrauchliche Bemerkung: Wir beniitzen hier in der Mathematik gebrduchliche
Schreibweisen fiir pradikatenlogische Formeln. Schreibweisen fiir pradikatenlogische Formeln.
Tagn 3.1 Beispiel Induktion Cags

Bemerkung: Das Pradikat P(n) ist hdufig nicht identisch mit der
Aussage, die man beweisen will. Die Frage der Anpassung des
Schemas an z.B. absteigende Folgen ganzer Zahlen oder den
Induktionsanfang stellt sich nicht.

z0 ps
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3.1 Beispiel Induktion

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fur alle x € R mit —1 < z und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

I+me < (1+x)".

Geben Sie zunichst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fur beliebiges « unter der Annahme —1 <

nach dem angegebenen Schema durch.

3.1 Beispiel Induktion g o

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fur alle x € R mit —1 < z und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

IL+me<(1+x)".

Geben Sie zunichst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fur beliebiges o unter der Annahme —1 <

nach dem angegebenen Schema durch.

ZU DS 3.1 Beispiel Induktion - Z0 DS 3.1 Beispiel Induktion -
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L _ m Induktionsanfang:  Es gilt P(1): B K-
osUng. = = P(1) bedeutet = =

Seixz € R mit —1 < x.

Wir definieren das Pradikat P(n) fiir n € N so, dass P(n)
genau dann wahr ist, wenn 1+ (n — 1)a < (14 )" % gilt, i.Z.

Pn) = 1+n-Da<(1+a)""".

Dann haben wir zu zeigen

YneN: P(n).

z0 ps
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3.1 Beispiel Induktion
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1+0-2<(1+2)° dh1<1.
Also gilt P(1).

Induktionsschritt: Esgit Vo e N: (P(n) — P(n+1)).

Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme : Sei 2 € N beliebig. Es gelte P(n).

Induktionsschluss:  Es gilt P(n + 1):

(l+a)" = (L+a)"'(1+2)
> (14 (n=1)x)(1 +x)
= 14+ n-Dr+z+ (n—1)2?
> 14+ nx.

LA P(n)

w.z.b.w.

zU Ds
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3.1 Beispiel Induktion
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3.1 Beispiel Induktion R

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fur alle x € R mit —1 < z und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

I+me < (1+x)".

Geben Sie zunichst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fur beliebiges « unter der Annahme —1 <

nach dem angegebenen Schema durch.

z0 ps
(©Dr. Werner Meixner

3.1 Beispiel Induktion

Losung: o

Seiz € R mit -1 < x.

Wir definieren das Pradikat P(n) fiir n € N so, dass P(n)

genau dann wahr ist, wenn 1+ (n — 1)z < (1 4+ 2)"~! gilt, i.Z.

P(n) = 1+n-Lz<(l+a)"".

Dann haben wir zu zeigen

YneN: P(n).

z0 ps
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3.1 Beispiel Induktion

L
Induktionsanfang: Es gilt P(1): m ,_ m
P(1) bedeutet = v
140-2<(14+2)" dh 1<1. -
Also gilt P(1).
Induktionsschritt: Esgilt vn e N: (P(n) — P(n+1)).
Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:
Induktionsannahme : Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).
Induktionsschluss:  Es gilt P(n + 1):
(L+2)" = (I+a)t(l+a)
> (14 m=Dx)14+z) LA Pn)

= 1l+n-Dz+a+ (n—1)22

> 14+ nx. w.z.b.w.
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3.1 Beispiel Induktion
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4. Vorbereitung m

41VA1
4.1.1 Schrittweiser Beweis

Aufgabe:

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln mit Pradikaten iiber
dem Universum R.

zU Ds
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4. Vorbereitung m K

41VA1 |
4.1.1 Schrittweiser Beweis

Aufgabe:

Wir betrachten pradikatenlogische Formeln mit Pradikaten iiber
dem Universum R.

Seien P und () einstellige Pradikate, fiir die die folgende Aussage

Losung: o

Wir l6sen die Formeln schrittweise auf und fligen anschlieBend dig \ |
zu beweisende Aussage zusammen. |
Nach Voraussetzung gilt die Aussage dr P(x).

Deshalb kénnen wir von einem a € R mit Eigenschaft P(a) als ein
bereits bestimmtes Element ausgehen. Von diesem a ist allerdings
nur bekannt, dass P(a) gilt.

Sei also irgendein @ € R mit der Eigenschaft P(a) gegeben.
Da nach Voraussetzung die Aussage YV (P(x) — @Q(x)) ebenfalls

gilt: . L . .
30 P(x) A Vi (P(x) — Q) gilt, bedeutet dies fiir das bestimmte a, dass die Aussage
Man zeige: Pla) — Qa)
Dann gilt JxQ(x). gilt.
%JD[:.E‘Werner Meixner v E\ Z_El))DDI'.SWerner Meixner R Ex

Es gelten also die beiden Aussagen P(a) und P(a) — ()(a).

Daraus kénnen wir mit Modus ponens folgern, dass gilt
Qa).

Da wir nun ein Element « sozusagen konstruiert haben, fiir das
()(a) gilt, haben wir bewiesen, dass die folgende Aussage gilt:

Je Qx).

W.z.b.w.

z0 ps 41VA 1
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4.1.2 Verneinung und DeMorgan " «_ "
o
Aufgabe:

zU Ds -
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4.1.2 Verneinung und DeMorgan "

Aufgabe:

Wir nehmen an, dass fiir ein 3-stelliges Pradikat I die folgende
Aussage F' gilt:
VaJyVe Pla,y, 2).

Man leite eine pranexe pradikatenlogische Formel her, die

dquivalent ist zu
-F.
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Losung:

Wenn nicht fiir alle x € R
die Eigenschaft Q(z) gilt,
dann ist dies gleichbedeutend damit, dass

fur mindestens ein r € R
die Eigenschaft () nicht gilt.

Fiir alle Formeln Va (Q(z) gilt also nach DeMorgan
—VrQ(r) = Jdr-Q(x).
Entsprechend gilt

—JrQ(x) = Yo -Q(x).

Achtung: die Formel =¥ () ist nicht in pranexer Form.

z0 Ds 41VA1
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Wir wenden diese Umformungsregel (nach DeMorgan) nun auf —
an wie folgt.

-F

—Vrdyv: Plz,y, 2

= dx—-JdyvzP
P

da Yy -z

)
(2,9, 2)
(2.9.2)
( )

doVydz —=P(x,y, 2).

zU Ds 41VA 1
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4.2 VA 2

4.2.1 Pradikatenlogische Herleitung
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4.2 VA 2
4.2.1 Pradikatenlogische Herleitung

Aufgabe:

Seien P und ) 1-stellige Pradikate des Pradikatenkalkiils.
Wir betrachten die Menge A, bestehend aus den beiden Formeln

Ve (Pla) — Q).

Man folgere mit dem Herleitungskalkiil der Pradikatenlogik die
Inferenz

dr P(x) und

Ab 3z Q(x).

Riickverweis:
Die Aussage haben wir in VA 1 bereits informell und prazise
bewiesen.

g 0 g

Losung: :
Protokoll der Regelanwendungen: '_/. .

Nr. Annahmen Konklusion Regelanwendung

1 A F 3Jx Px) Annahmeregel

2 A, P(a) b+ Pla) Annahmeregel

3 A, P(a) b Yo (P(r)— Q(xr)) Annahmeregel

4 A, Pla) + Pla)— Qa) 3.+ Allquantorbes.

5 A, Pla) + Qa) 2.4+4.4+ Impl.bes.

6 A, Pla) F 3z Q(x) 5.4+ Existenzeinf.

7 A F o JxQ(x) 1.+6.4+ Existenzbes.

Diese Herleitung beschreibt exakt die Vorgehensweise bei
schrittweisen Existenzbeweisen, die mit dem Ansatz ,Sei a ein
Element mit der Eigenschaft P(a)" beginnt.
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5. Nachtrag VA 5 Blatt 5 -/ = 5. Nachtrag VA 5 Blatt 5 = 7 @
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Wir verandern die Formel F' aus der VA 4 Blatt 5 wie folgt und
libernehmen die iibrigen Bezeichnungen, insbesondere die Struktur
S mit
S=(UI)mitU={1,2,3} I(a)=as=2 I(y)=ys =1 und
I(P)=Ps={(1,3),(2,3),(3,3)}.
G =Yr (P(r,a)— Jy P(x,y)).
© Berechnen Sie [G](S)! Was kénnen Sie daraus fiir die
Erfiillbarkeit der Formel F' schlieBen? Begriindung!
@ Ist &G eine Tautologie? Begriindung!
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5. Nachtrag VA 5 Blatt 5 = Z .

Wir verandern die Formel F' aus der VA 4 Blatt 5 wie folgt und
libernehmen die iibrigen Bezeichnungen, insbesondere die Struktur
S mit
S=U1mitU=1{1,23}, I[(a)=as =2, I(y)=ys =1 und
[(P) = Ps = {(1,3),(2.3), (3.3)}.

G =%z (P(x,a) — Jy P(z,y)).

© Berechnen Sie [G](S)! Was kénnen Sie daraus fiir die
Erfiillbarkeit der Formel F' schlieBen? Begriindung!

@ Ist &G eine Tautologie? Begriindung!
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