Erweiterung von §: Q x ¥ — P(Q)

Script generated by TTT auf 6 : P(Q) x & = P(Q):
5(S.a) == | d(q.a)
geS
Title: Seidl: Theoretische Informatik

= 5:P(Q) x TF = P(Q)

Intuition:

(23.04.2012)

Date: Mon Apr 23 10:15:59 CEST 2012 S(SC w) ist Menge aller Zustande,
die sich von einem Zustand in S aus mit w erreichen lassen.
Duration: 89:31 min i _
Die von N = (), %, 0, qo, [') akzeptierte Sprache ist

Pages: 81 L(N):={weX* | o({q}.w) N F 0}

Erweiterung von 0 : () x X = P((Q) Beispiel
auf 0 : P(Q) x X — P(Q): 0,1
M
= - \
(S, a) = U (g, a) P N B N B
qes \2) 4 \J
= 0:P(Q) x TF = P(Q) 5({p.q}.10) =
[ntuition: /\-
5(.5’. w) ist Menge aller Zustdnde, &-

die sich von einem Zustand in S aus mit w erreichen lassen.

Dievon N = (Q, 2.9, qp, F) akzeunZ(éprache ist

L(N) = {w e ¥"| 3({&@}- w) NI £ 0}

Um Tod durch Notation zu vermeiden schreiben wir oft nur § statt 0.
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Beispiel 0,1 Beispiel 0,1
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5{{1)‘@‘}-1”) = 3({1}.(1}‘1[)) =
5{5({1}.(&.1)1)) = 3(5({;).{1}.1).()) =
5(3(p. 1)U d(q.1),0) = ( P 1) U(q,1),0) =
5({p.q.7}.0) = 5({p.q.r},0) =

d({p.q.r}.0) =




Beispiel _ Beispiel

0.1 0,1
[ \i ‘;""
AR L 0 AN L 01
:'\.1,). J :'\.(f'. A *\i J :‘\_{ j / :‘\_(ff_ / \i J
5({p.q}.10) = o({p.q}.10) =
5{( {p.q}.1).0) = (( ({p.q}.1),0) =
5{(‘: (p. 1)U d(q.1),0) = 5((‘) (p, ) Ud(q,1),0) =
5{{11(1’} 0) = 5({1}(; r}.0) =
s({p.q.7}.0) = d({p.q.r}.0) =
o(p,0)Ud(q,0)Ud(r,0) = dp,0)Ud(q,0)Ud(r,0) =
{ptu{rjud = {p.r} {ptu{rtud = {p.r}
2.3 Aquivalenz von NFA und DFA 2.3 Aquivalenz von NFA und DFA
Satz 2.8 Satz 2.8
Fiir jede von einem NFA akzeptierte Sprache L gibt es einen DFA Fiir jede von einem NFA akzeptierte Sprache L gibt es einen DFA
M mit M mit
L=L(M). L=L(M).
Beispiel 0,1




Beweis:
Sei N = (Q, %4, q0, F) ein NFA,

Beweis:
Sei N = (), .6, q0, F) ein NFA.

Definiere den DFA M = (P(Q). 2.5, {qo}, ' ):

Far = {S CqQ | SNF # @}

Dann gilt: "
weLN) & d({q}w)NEF #0 Def.

Beweis:
Sei N = (QQ.X,0.q0, F) ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q).%.9,{qo}. Far):

Fy ={SCQ|SNF #0}

Beweis:
Sei N = (QQ,%,0.qo, F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q).%.5,{qo}. Fnr):

Fy ={SCQ|SnFE #0}

Dann gilt: n
weL(N) & 6({q}w)NEF #0 Def.
-~ S({qo}. u'] c Fu Def.




Beweis:
Sei N = (Q,%.6, g0, F) ein NFA.

Definiere den DFA M = (P(Q). 2.4, {qo}, Far):

Fyy={SCQ|5NF #0}

Dann gilt: "
we L(IN) < d({q},w)NF #0 Def.
<~ S({qg} w) € My Def.
< we L(M) Def.

Beweis:
Sei N = (Q,%,9,qo, F) ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q).%.9,{qo}. Far):

Fy ={SCQ|SNF #0}

Dann gilt: n
we LIN) < d({q},w)NF #0 Def.
<~ 5{{(;[}}. w) € Iy Def.
< we L(M) Def. [l

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

Warum NFAs?

Mit NFAs lassen sich reguldre Sprachen
(u.U. exponentiell) kompakter darstellen.

Beispiel 2.9

Ly = {w e {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}




Beispiel 2.9

Ly = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

Beispiel 2.9

Ly = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1
N
[ )
<]~ 0,1 o 0.1 0,1 /7=
& D) &) — A\

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Ly mit 2F+1
Zustdnden.

0.1

()

A1 s 01 01 0.1 7~

%) &, N\ )
Beispiel 2.9

Ly = {w € {0.1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1
(M

S o 01 o 01 0.1 /=
\%0) L) %) %)

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Lz mit ok+1
Zustinden. Geht es kompakter?

Lemma 2.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly hat mindestens 2k Zustinden.

Beispiel 2.9

Ly = {w e {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1
N
[ ]
S4 1 01 o 0.1 0.1 /=
3 ) &) — %)

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Lz mit ok+1
Zustdnden. Geht es kompakter?

Lemma 2.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly, hat mindestens 2k Zustinden.

Im schlimmsten Fall ist ein exponentieller Sprung unvemeidlich.




Beweis:

Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2* Zustinden, so dass L(A) = L.

Beispiel 2.9

Ly = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0,1
4\
()
S s 0 s 0 0L
) 3 82 — A%

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Ly mit 2F+1
Zustinden. Geht es kompakter?

Lemma 2.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly, hat mindestens 2k Zustinden.

Im schlimmsten Fall ist ein exponentieller Sprung unvemeidlich.

Beweis:

Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M ) = L.

Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(A) = L.

@ Es gibt wy, w9 € {(], I}‘E" mit wy # wo aber
d(qo,w1) = o(qo,w3)




Beweis: Beweis:

Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2* Zustinden, so dass L(A) = L. Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(Af) = L.

° Es gibt wy, wy € {0, 1}’7C mit wy = way aber ° I§s gibt wi, wa € {0, l}"C mit wy # wa aber
dqo, w1) = d(qo. wa2)

9
0(qo,w1) = 6(qo, wa)
@ Sei wy = way .

ccap und we = wh; .. by, mit a; # b; @ Sei wy = wa;...ap und wyg = wh; ... by Mit a; # b;
@ OEseia; =1, b; =0

Beweis: Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M ) = L. Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(A) = L.
e Es gibt wy,ws € {0, l}k mit wy # we aber e Es gibt wy,we € {0, l}k mit wy # wo aber
d(go. w1) = 0(qo. wo) &(qgo, w1) = d(qo, w2)

Sei wy = way...ap und wo = wh; ... by mit a; # b; @ Sei wy = wa;...ap und wy = wh;
@ OEseia; =1, b;=0

Ca b.l: mit a; 75 bi
@ OEseia; =1, b6, =0

e w01 =wa;... a0t € L; und o w0t =wa;...ap01 € Ly, und
H‘g(]iil = wbh; ... /');l,(lifl & Ly !t'g”iil = wb; ... b;‘«oiil §é Ly
o t‘[F!l]. l’f‘l”.i_l)

= 0(8(qgo. wr), 0°71) = (0 (qo, wa), 07!
6(qo, w0 1) 4

) ; ) =




Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2* Zustinden, so dass L(A) = L.

@ Es gibt wy,wy € {0, 1}’7C mit wy = way aber
5(({0. wy) = 5(({0. wa)

@ Sei wy = wa; . ..ap und wy = wh; .. by mit a; # b;

@ OEseia; =1,b6,=0

o w01 =wa; ... a0~ € L und
wa0' ™ = wh; .. b0 & Ly,

° H}(qo. w1071 = 5(8(go, wi), 0771) = 6(8(go, wa), 0771) =
0(qo. wa0™1) 4

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

0:Qx (EU{e}) = P(Q) .

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € € 3 und mit

5:Qx (NU{e}) = PQ) .

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

d:Qx (EU{e}) = P(Q).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

3
S &)




2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € € ¥ und mit

5:Qx (NU{el) = PQ) .

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
I/ \‘ |’/.7.\‘ .’/7-\
A [ € f‘ \ € //°‘= J\
\{1' 0 (1'_1 —I\S{E 2)

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

0:Qx (EU{e}) = P(Q) .

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
|’/ '\ lf/"\‘ :/'\I‘
/"\’ € f‘\ € JI"‘ ‘J\
%) o, \2)
Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...

Bemerkung: € # ¢; € ist ein einzelnes Symbol, ¢ das leere Wort.

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Qx (NU{e}) = PQ) .

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
"/ 7\. "/'7'\| ,‘/ 7\]
\20) o, 2
Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (). 2,4, qo, ') als
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’ = (), X. 6", g, F")




Formal betrachten wir einen e-NFA N = (), X, 4. g0, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N/ = (Q, X, 0", qo, F”)

@ 0V :QxX—=PQ):

Hfﬁﬁtl)::: LJ (Y({q}.eiuﬁj).

i>0,j>0

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q. X, 9, qo, F') als
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’ = (Q,X. ', qo. F")

0 §:Qx Y = PQ):

= U (i‘({c{}.eiaej).

(g, a) =
20520
e Falls V das leere Wort e akzeptiert, also falls
szf(LfH{qD},E”(ﬁ F=£0

dann setze I’ := ' U {qo}, sonst setze F' := |

Formal betrachten wir einen e-NFA N = ((). ¥. 4, qo, F') als
= (Q, %, qp, ")

kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’

0 0 Q%Y 5 PQ):

= U (;E({q}.ei'aej).

8 (q,a) =
i=0,7=0

e Falls N das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls

3i > 0. 5({qo}.€)NF #0

dann setze F':= F'U {q}, sonst setze F' := F

Damit gilt per definitionem:
Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA

Beispiel 2.12

0 1 0

M M M

P € Py € s

o ”'\(."f/‘ \qf//
0 1 0
I ‘/_ ~ IR
() , -
N 0,1 P 0.1 24
O D —




Warum e-NFAs? Warum e-NFAs?

Sie sind praktisch.

Ab jetzt: ,e-Ubergang" und , e-NFA"

2.5 Reguldre Ausdriicke

Regulidre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Vorliufiges Fazit:
Die folgenden Automatentypen sind gleich machtig:

e DFA
o NFA
@ «NFA




2.5 Reguldre Ausdriicke

Regulare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Regulire Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

e () ist ein regulirer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke

Reguliare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Regulare Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

o () ist ein regulirer Ausdruck.
@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

e Fiir jedes a € X ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke
Reguldre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ ( ist ein reguldrer Ausdruck.

@ € ist ein reguldrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke
Regulidre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Regulare Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ () ist ein reguldrer Ausdruck.
@ € ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Fiir jedes a € ¥ ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Wenn « und /3 regulidre Ausdriicke sind, dann auch
e aff




2.5 Reguldre Ausdriicke
Regulare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Regulire Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

e () ist ein reguldrer Ausdruck.
@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Fiir jedes a¢ € X ist « ist ein reguldrer Ausdruck.

e Wenn a und /3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch
o af
o | (oft v + 3 geschrieben)

2.5 Reguldre Ausdriicke
Reguliare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13
Regulare Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

o () ist ein regulirer Ausdruck.

@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

e Fiir jedes a € X ist «a ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Wenn « und /3 regulidre Ausdriicke sind, dann auch
e «f3
o al|p (oft v + 3 geschrieben)
o .

Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13
Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ ( ist ein reguldrer Ausdruck.

@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

e Fiir jedes a € X ist « ist ein reguldrer Ausdruck.
@ Wenn « und /3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch
o aff

o |3 (oft & + 3 geschrieben)
e a”.

Notation:

e Reguldre Ausdriicke kénnen bzw. miissen geklammert werden.




Notation:

@ Reguldre Ausdriicke kdnnen bzw. miissen geklammert werden.

@ Bindungsstirke: * stirker als Konkatenation starker als |

 lb =

(0 | B ™

(e

Notation:
@ Regulire Ausdriicke kdnnen bzw. miissen geklammert werden.
@ Bindungsstirke: * stirker als Konkatenation stérker als |
@ ab® = a(b*) # (ab)*

Notation:

@ Reguldre Ausdriicke kdnnen bzw. miissen geklammert werden.

@ Bindungsstirke: * stirker als Konkatenation starker als |
o ab* = a(b*) # (ab)*
@ ab|c=(ab) | c# a(b|e)

Notation:
@ Regulire Ausdriicke kdnnen bzw. miissen geklammert werden.
@ Bindungsstirke: * starker als Konkatenation stirker als |

ab® = a(b*) # (ab)*

ab | e = (ab) | ¢# a(b] )




Definition 2.14 Definition 2.14

Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehorige Sprache L(7) Zu einem reguldren Ausdruck - ist die zugehorige Sprache L(~)
rekursiv definiert: rekursiv definiert:

o L(D)=0 o L(0)=10

o L(e)={e}

Definition 2.14 Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(~) Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehorige Sprache L(~)
rekursiv definiert: rekursiv definiert:

o L(B)=10 o L()y=10

o L(e)={¢} o L(e) ={e}

(-] L[_(t_] = {'u} @ f_[(fj = {u}




Definition 2.14 Definition 2.14

Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehorige Sprache L(7) Zu einem reguldren Ausdruck - ist die zugehorige Sprache L(~)
rekursiv definiert: rekursiv definiert:

o L(D)=0 o L(0)=10

o L(e)={e} o L(e)={e}

e L(a)={a} o L(a) = {a}

o L(af)=L{a)L(3) e L{afB)=L{a)L(j3)

o L(al| ) =L(a)JL(3)

Definition 2.14

Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(~) Beispiel 2.15
rekursiv definiert: Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0.1}.
° L(@) =10 @ Alle Worter, die mit 00 enden:
o L(e)={¢} (0[1)*00
° ( = {a}
e L(ap)=L(a)L(A)
o L(a|B) = La)UL(S)
o L(N) = L(a R)




Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehorige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

e L(B)=10
o L(e)={¢} Notation:
o L(a)={a} @ Regulire Ausdriicke kénnen bzw. miissen geklammert werden.
o L{a3) = L(a)L(3)
o L(a|B)=Lla)UL(f)
o L(a*) = L(a)*
Beispiel 2.15 Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}. Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0.1}.
e Alle Worter, die mit 00 enden: e Alle Worter, die mit 00 enden:
(0]1)*00 (0[1)*00
@ Alle Worter gerader Lange, in denen 0 und 1 alternieren: @ Alle Worter gerader Lange, in denen 0 und 1 alternieren:;
(01)* | (10)* (01)* | (10)*

@ Alle Worter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:

(0*10%1)*0*




Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet X = {0, 1}.

o Alle Worter, die mit 00 enden:
(0[1)*00 Beispiel 2.16
o Alle Worter gerader Ldnge, in denen 0 und 1 alternieren: Gleitkommazahlen: ¥ = {+.—.0.1.2,3.4,5.6,7.8,9. .}

(01)* | (10)*
@ Alle Worter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:
(0*10*1)*0*

@ Alle Worter, die die Binadrdarstellung einer durch 3 teilbaren
Zahl darstellen, also

0,11,110.1001, 1100, 1111, 10010, . ..

Erweiterte reguldare Ausdriicke in UNIX:
Beispiel 2.16 .= ai|...|a, wobei ¥ = {a1,...an,}
Gleitkommazahlen: ¥ = {+./—.0.1,2,3.4,5,6,7.8.9, .}

(+ | — | ©/(DD* | DD*.D* | D*.DD")

wobei D = (0[1|2|3[4]5/6/7]8]9)

<.0D




Erweiterte regulidre Ausdriicke in UNIX: Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:

= ai]...|a, wobei ¥ = {a1,...a,} .= at|...|a, wobei ¥ ={aq,...a,}
lay...an] = aq|...|ay lag...a,] = ay]...|a,

[Car...an] = bi]...|bm wobei {b1,....bp} =2\ {a1,...an}

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX: Erweiterte reguldare Ausdriicke in UNIX:

= ai]...|an wobei ¥ = {a1....an} .= ai|...|a, wobei ¥ = {a1,...an,}
lay...ap] = aq|...|ay lay...a,] = ay]...|a,
[Car...ap] = bi|...|bm wobei {bi..... b} =2\ {a1,...an} [Car...an] = bi]...|bm wobei {b...., bm} =X\ {a1,...an}
a? = £|(1 a7 = E‘(l

a+ = aa®




Erweiterte regulidre Ausdriicke in UNIX:

Lay ...ap]
[Tar...a.]
a7

a+

af{n}

= ai]...|a, wobei ¥ = {a1,...a,}
ail ... |an
bi|...|bm wobei {b1...., bt =YX \{a1....
€la
aver®

a...a (n copies)

an}

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:

[ay...an]
["a1...an]
a?

a+

a{n}

= ail...|an, wobei ¥ = {ai....an}
= ay|...|ay
= bi|...|bm wobei {b1,....bpn} =2\ {m

= €ln
= aa®

= ...« (n copies)

e ap}




