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7.1 Die Unvolistindigkeit der Arithmetik

[4 Kurt Gédel. Uber formal unentscheidbare Satze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I. 1931.
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7. Automaten, Berechenbarkeit, und Logik

7.1 Die Unvolistindigkeit der Arithmetik

[1 Kurt Godel. Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I. 1931.

Kurt Gédel
1906 (Briinn) —
1978 (Princeton)
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Syntax der Arithmetik:

Variablen:
Zahlen:
Terme:

Formeln:

Vv

N
T
F

A

zly|z]...

0[11]2]...

VIN|(T+T)|(T=T)
(T=T)|-F|(FANF)|(FVF)|3V.F
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Syntax der Arithmetik:

Variablen: V. — =z |y|z]|...
Zahlen: N — 0]1]2]...

Syntax der Arithmetik:

Variablen: V. — x|y|z]|...

Zahlen: N — 0|1]2]...

Terme: T — V[N |(T+T)|(T*T)
Formeln: F —

Wir betrachten Vz.[F als Abk. fir —dz. = F.

(T=T)|-F|(FAF)|(FVF)|3V.F

"

e
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Syntax der Arithmetik:

Variablen: V. — z|y|z]|...
Zahlen: N — 0|1]2]...
Terme: T — V|N|(T+T)|(TxT)
Formeln: F — (I'=T)|-F|(FAF)|(FVF)|3V.F

Wir betrachten Vz.F als Abk. fur —dz. = F.

Definition 7.1

Ein Vorkommen einer Variablen 2z in einer Formel F' ist gebunden
gdw das Vorkommen in einer Teilformel der Form Elgé". F' in der
Teilformel F’ liegt.

Ein Vorkommen ist frei gdw es nicht gebunden ist.

Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der
héchstens x1, ..., x; frei vorkommen.

Sind nq,...,n; € Nso ist{F(nq,...,ng)/das Ergebnis der
Substitution von ny,...,ng fir die freien Vorkommen von
Llyeoes L
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Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der

hochstens x4, ...,z frei vorkommen.

Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der
hochstens 1, ...,z frei vorkommen.

Sind ny,...,n € Nsoist F'(ny,...,n;) das Ergebnis der
Substitution von ni,...,ng fir die freien Vorkommen von
Llyeees Lk

Beispiel 7.2

Flz,y) = (z=y AN Jz.2=1y)
ﬁ\—‘—
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Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der
héchstens x4, ..., x5 frei vorkommen.
Sind nq,...,n; € Nsoist F(ny,...,n;) das Ergebnis der
Substitution von n1,...,ny fur die freien Vorkommen von
Tlyeoey Tk
Beispiel 7.2
F(x,y) (x=y A Jz.x=1y)
F(5,7) = 6=7A 3z.z=7)
Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der
héchstens x4, ..., 2 frei vorkommen.
Sind nq,...,n; € Nsoist F'(ny,...,n;) das Ergebnis der
Substitution von ny,...,ng fir die freien Vorkommen von
Llyeoes L
Beispiel 7.2
Fa,y) = (z=y A Jz.z=y)
Fb,7) = (=7 A 3z.2=17)

Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Beispiel 7.3

dr. dJy.x =1y dy. dz.x =1y
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Notation: F'(x1,...,xk) bezeichnet eine Formel F, in der

hochstens x4, ...,z frei vorkommen.
Sind ny,...,n; € Nsoist F(ny,...,n;) das Ergebnis der
Substitution von ni, ..., nk fir die freien Vorkommen von
L1y, Tk
Beispiel 7.2

Flz,y) = (x=y A Jx.x=1y)

F(5,7 = (=7 A dz.x=T7)

Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Notation: F'(z1,...,xy) bezeichnet eine Formel F', in der _
hochstens 1, ...,z frei vorkommen.
Sind ny,...,n; € Nsoist F'(ny,...,n;) das Ergebnis der
Substitution von ni,...,ng fir die freien Vorkommen von
Llyeees Lk
Beispiel 7.2

Flo.y) = (w=y A Jwa=y)

F5,77 = (=7 A Jz.x=7)

Ein Satz ist eine Formel ohne freie Variablen.

Beispiel 7.3
de. dJy.z =y dy. dr.x =y

Mit S bezeichnen wir die Menge der arithmetischen Satze.

434

434



Die Menge der wahren Sitze der Arithmetik nennen wir W:

Definition 7.4
(t1 =t2) € W gdw t1 und t2 den selben Wert haben.

Die Menge der wahren Sitze der Arithmetik nennen wir W:
Definition 7.4
(t1 =t2) € W gdw t1 und t2 den selben Wert haben.
—FeW gdw F¢W
(FAG)eW gdw FeWundGeW
(FVG)eW gdw FeWoderGeW
do. F(x) € W gdw esn € N gibt, so dass F'(n) e W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz I gilt entweder F' €¢ W oder -F € W
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Die Menge der wahren Sdtze der Arithmetik nennen wir W:
Definition 7.4
(ti1 =t2) € W gdw t; und t2 den selben Wert haben.
~FeW gdw F¢W

Die Menge der wahren Sdtze der Arithmetik nennen wir W:
Definition 7.4
(ti1 =t2) € W gdw t1 und t2 den selben Wert haben.
SEEW gw FEW X
(FAG)eW gdw FeWundGeW
(FVG)eW gdw FeWoderGeW
Jx. F(x) € W gdw esn € N gibt, so dass Fi(n) e W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz F gilt entweder FF € W oder -F € W
nF et V

\F &4
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Die Menge der wahren Sitze der Arithmetik nennen wir W:
—_

Definition 7.4
(t1 =t2) € W gdw t1 und t2 den selben Wert haben.

—FeW gdw F¢W
(FAG)eW gdw FeWundGeW
(FVG)eW gdw FeWoderGeW
do. F(x) € W gdw esn € N gibt, so dass Fi(n) e W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz I gilt entweder F' € W oder -F € W

NB Ob eine Formel mit freien Variablen wahr ist, kann vom Wert
der freien Variablen abhangen:

Rove e Lrrva. AL Lepe
SRS X# Y447 f"@/ﬂ(,y)
vepe A Al X s

Formde b4 taa, Fan. vep

3 (V<)(L nl =y en) = 3%%%

)

Ve v, DV X,

\/::
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Die Menge der wahren Sdtze der Arithmetik nennen wir W:
Definition 7.4
(ti1 =t2) € W gdw t; und t2 den selben Wert haben.
~FeW gdw F¢W
(FAG)eW gdw FeWundGeW
(FVG)eW gdw FeWoderGeW
Jx. F(x) € W gdw esn € N gibt, so dass Fi(n) e W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz F' gilt entweder FF € W oder -F € W

NB Ob eine Formel mit freien Variablen wahr ist, kann vom Wert
der freien Variablen abhangen:

dr.z4+x=y

Daher haben wir Wahrheit nur fiir Satze definiert.

Die Menge der wahren Sdtze der Arithmetik nennen wir W:
Definition 7.4
(ti1 =t2) € W gdw__t; und t» den selben Wert haben.
~FeW gdw F¢W
(FAG)eW gdw FeWundGeW
(FVG)eW gdw FeWoderGeW
Jx. F(x) € W gdw esn € N gibt, so dass Fi(n) e W

Fakt 7.5
Fiir jeden Satz F gilt entweder FF € W oder -F € W

NB Ob eine Formel mit freien Variablen wahr ist, kann vom Wert
der freien Variablen abhangen:

dr.x4+x=y

Daher haben wir Wahrheit nur fiir Satze definiert.
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. .
Definition 7.6 Fere, e L\a/—gd,\ Al CLL

Eine partielle Funktion f : N¥ — N ist arithmetisch reprisentierbar «——)
gdw es eine Formel F(z1,...,xy,y) gibt, so dass fiir alle 3 X = y 4 14 = Q/()( y)
Ny, ... ,ng,m € N gilt: /
fny,...;,ng)=m gdw F(ny,...,ng,m)e W V&%V /é( 4&/ X >/
Satz 7.7 [ ore e L[v Lo a ﬁf-\ﬂ., reLpe
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist arithmetisch
Jsentierbar. Z ( = —
reprasentierbar 8! e X Y _,y ¥ )(L “ / (%({4/ Y }/

Ve o= Y, DIV X,

436

WEILE - prpram Pl ) > f:DeAﬂ/nféxléf?ge 0 b g8 F[X;/zr) =
F/ v pa I Funkt|0n<5~C NF — t arithmetisch reprasentierbar
[a/~ J(br/%/—— Vér) %WGS?&MSWr lle

S /1\/ %Jy W@ %y/_,) /,74 aC/V MM —, APE%’/ nl’ o’nk’nLGNglt ~ =0 A / A

F(%‘/__’/M;() /(CV/H il X, W,/ XY, Th K f(nl,.. nk)‘én gdw F>&( Pi m) e W
Ty Wpet. Wt F / 74

&) K (Wrc,/_// by, boy) — 4.) & B/ Satz 7.7 ’LL_4

/fau, A Te /{ - g’v P f—’jgz ILE bere:chenbz/ e Fu kt:on lsi;vnthmetlscj(h ,

/s K (
— L = N vl (v -
P=(X = Xpra) o &, %) Yoo ThAll a4, , 4y

(e e ) veme) ol € f o re,
P=Qik =F (0,7) =

/\__ m
(gir' (‘KH’/ ‘()/l 7‘%(%,7})
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Satz 7.8
W ist nicht entscheidbar.

Semifh g€ 7 76t~ ety A
:)W %Sicht{@ﬁ’schelgbﬁr//,ﬂé 4 e~
=) X; b A H Ve pr. bk T /A/,y/
:/[Méw &) Xg{(&):7f:) /'—:(L,/ﬁgé/]

=) U <b =) A/%aa/f(@//V

’i!cr- Qhoet //ﬁ[a/o/,{/
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p= WHilEe Xik0 ) 8 F;/i;/y:r) =
[ % o
g\é' gxo/"/v") "_")A/Vf /T, )(ﬁ s
—,\x&\_
o _ T+ vt _ o
YK = dy A )(L 0 A X’f =5 A

Ve o
b{//<‘{' W Eo s /,/,\ X%LWL__J
[Pk oo o Uik et

A
Y0 T%/a\ 4, , 4

;.

Nedacly [ f&[ s L [\[‘j

Anforderung an ein Beweissystem:

Vere WS-, Ly wire ¥ ] o f
Fheedy, X, (/:/ at X/ @P/

Fasb Feéa oA 7 F 47
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Anforderung an ein Beweissystem:
Es muss entscheidbar sein, ob ein gegebener Text ein Beweis einer
gegebenen Formel ist.

Anforderung an ein Beweissystem:
Es muss entscheidbar sein, ob ein gegebener Text ein Beweis einer
gegebenen Formel ist.

Wir kodieren Beweise als Zahlen.

Definition 7.10
Ein Beweissystem fiir die Arithmetik ist ein entscheidbares Pradikat

Bew : N x Satz — @,71}

—_— =

wobei wir %F) lesen als ,, b ist Beweis fiir Formel F'*.
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Anforderung an ein Beweissystem:
Es muss entscheidbar sein, ob ein gegebener Text ein Beweis einer
gegebenen Formel ist.

Wir kodieren Beweise als Zahlen.

Anforderung an ein Beweissystem:
Es muss entscheidbar sein, ob ein gegebener Text ein Beweis einer
gegebenen Formel ist.

Wir kodieren Beweise als Zahlen.

Definition 7.10
Ein Beweissystem fiir die Arithmetik ist ein entscheidbares Pradikat

Bew :N x Satz — {0,1}

wobei wir Bew(b, F') lesen als ,,b ist Beweis fiir Formel F'".
Ein Beweissystem Bew ist korrekt gdw

Bew(b,F) = F e W.

Ein Beweissystem Bew ist vollstandig gdw

FeW = esgibt b mit Bew(b, F).

_— —_
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Satz 7.11 (Godel)

Es gibt kein korrektes und vollstandiges Beweissystem fiir die
Arithmetik.

Satz 7.11 (Godel)

Es gibt kein korrektes und vollstandiges Beweissystem fiir die
Arithmetik.

Beweis:
Denn mit jedem korrekten und vollstandigen Beweissystem kann
man Xy, (F') programmieren:

b:=0
while Bew(b, F) = 0do b:=b+ 1
output(1)
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Satz 7.11 (Godel)

Es gibt kein korrektes und vollstindiges Beweissystem fiir die
Arithmetik.

Beweis:
Denn mit jedem korrekten und vollstandigen Beweissystem kann
man x} (F) programmieren:

7.2 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik
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Es gibt kein korrektes und vollstandiges Beweissystem fiir die

V Satz 7.11 (Godel)
Arithmetik.

Beweis:
Denn mit jedem korrekten und vollstandigen Beweissystem kann

man Xy, (F') programmieren:

7.2 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik
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Satz 7.11 (Godel)

Es gibt kein korrektes und vollstandiges Beweissystem fiir die

Arithmetik.
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