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Von NP-schwer zu ,,NP-leicht*
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstandig = Todesurteil
@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Losern (SAT-solver):  http://satcompetition.org

Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10® Variablen

Von NP-schwer zu ,,NP-leicht*
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstandig = Todesurteil

@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von

SAT-Lésern (SAT-solver): http://satcompetition.org

Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen

Von NP-schwer zu ,,NP-leicht”
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstandig = Todesurteil

@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von

Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10% Variablen

o Jetzt:
NP-vollstandig = Hoffnung durch SAT
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SAT-Lésern (SAT-solver): http://satcompetition.org
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Von NP-schwer zu ,,NP-leicht*
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstandig = Todesurteil

@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Losern (SAT-solver):  http://satcompetition.org
Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10® Variablen

o Jetzt:
NP-vollstindig = Hoffnung durch SAT
@ Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser!

353

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
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Von NP-schwer zu ,,NP-leicht*
@ Bis vor ca. 20 Jahren:
NP-vollstandig = Todesurteil

@ In den letzten 15 Jahren:
Spektakuldre Fortschritte bei Implementierung von
SAT-Lésern (SAT-solver): http://satcompetition.org
Stand der Kunst: Erfiillbar: bis 10° Variablen
Unerfiillbar: bis 10® Variablen

o Jetzt:
NP-vollstandig = Hoffnung durch SAT
@ Paradigma:

SAT (Logik!) als universelle Sprache
zur Kodierung kombinatorischer Probleme

Reduktion auf SAT manchmal schneller als problemspezifische
Loser! Und fast immer einfacher.

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefirbt sind?
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Beispiel: Reduktion von 3-Firbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL

Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine

benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E) auf SAT Instanz:

Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph
Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E) auf SAT Instanz:

e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: z,;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i
Formel:

/\@xI)l; Ly2, va)

veV
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Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph
Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?
Lineare Reduktion von Graph (V, E') auf SAT Instanz:
e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: z,;
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Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefirbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E') auf SAT Instanz:
e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: z,;

@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i

Formel:

N Gl mea) A\ S@udzn VenAre V ap Az

veV (u,v)eE
-_—
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Beispiel: Reduktion von 3-Firbbarkeit (3COL) auf SAT.
3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph
Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E) auf SAT Instanz:

e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: z,;

@ Interpretation: z,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i

Formel:

/\ G(mvhxv%mvi%) A /\ _‘(xul ANTy1 V Ty2 Ny V xui&/\mvS)
veV (u,v)eF

Bemerkungen
e Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.

Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung
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Beispiel: Reduktion von 3-Farbbarkeit (3COL) auf SAT.

3COL
Gegeben: Ein ungerichteter Graph

Problem: Gibt es eine Farbung der Knoten, so dass keine
benachbarten Knoten gleich gefarbt sind?

Lineare Reduktion von Graph (V, E') auf SAT Instanz:
e Variablen = V' x {1,2,3}. Notatation: z,;
@ Interpretation: x,; = 1 gdw Knoten v hat Farbe i

Formel:

/\ G(l‘qjl,va,Iyg) A /\ _‘(xul ANZy1 V T2 Ny V muS/\xvii)
veV (u,v)eE
Bemerkungen

e Zeigt 3COL <, SAT und damit 3COL € NP.

@ Zeigt nicht, dass 3COL NP-vollstandig ist.

Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstﬁck@ Variablen so auf
@Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

354

355



Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstiick n Variablen so auf
k Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig

Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstiick n Variablen so auf
k Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig
gdw sie spater noch gelesen wird, ohne vorher iiberschrieben
worden zu sein.

Reduktion auf k-Farbbarkeit:
Variable = Knoten
u und v verbunden = w # v und es gibt einen Programmpunkt,
an dem » und v lebendig sind

Farbe = Register
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Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstiick n Variablen so auf
k Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig
gdw sie spater noch gelesen wird, ohne vorher tiberschrieben
worden zu sein.

Reduktion auf k-Farbbarkeit:

Eine Anwendung von k-Farbbarkeit: Registerverteilung

Kann man in einem Programmstiick n Variablen so auf
k Register verteilen, dass jede Variable so lange in einem
Register bleibt, wie sie lebendig ist?

Variable ist an einem Punkt lebendig
gdw sie spater noch gelesen wird, ohne vorher tiberschrieben
worden zu sein.

Reduktion auf k-Farbbarkeit:
Variable = Knoten
w und v verbunden = w # v und es gibt einen Programmpunkt,
an dem u und v lebendig sind
Farbe = Register

k-Farbung =

Sowohl k-Farbbarkeit als auch Registerverteilung ist fiir k > 3
NP-vollstandig.

Mehr Information: Vorlesung Programmoptimierung

Zuordnung eines Registers zu jeder Variablen
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Lemma__6.19
NICHTAQUIVALENZ <,, SAT und SAT <, NICHTAQUIVALENZ.

Lemma__6.19
NICHTAQUIVALENZ <,, SAT und SAT <, NICHTAQUIVALENZ.

Beweis:ﬂ
NICHTAQUIVALENZ <p SAT:

f(FlaFQ) = (FIA_‘FQ)V(_\Fl/\FQ)

SAT <, NICHTAQUIVALENZ:
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Lemma“6.19
NICHTAQUIVALENZ <,, SAT und SAT <, NICHTAQUIVALENZ.

Beweis:_.
NICHTAQUIVALENZ <p SAT:
——— —

f(FhFQ) = (FIA_‘FQ)V(_\Fl/\FQ)
_K*\—-"
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Lemma“6.19
NICHTAQUIVALENZ <,, SAT und SAT <, NICHTAQUIVALENZ.

Beweis:_.
NICHTAQUIVALENZ <p SAT:

f(F1, Fy) = (F1 AN —Fy) V (=F1 N\ Fy)
SAT <, NICHTAQUIVALENZ:

f(F)=(F,z A ~x)
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2. Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.

2. Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle U
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.

Software Entscheide, ob ein Programm fiir alle Eingaben innerhalb
von 10 Schritten ein bestimmtes Verhalten (nicht) hat.
Variablen miissen auf sehr kleine Wertebereiche
eingeschrankt werden!
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2. Bounded Model Checking

Hardware Entscheide, ob eine Schaltung mit Zustand fiir alle
Eingaben innerhalb von 10 Zyklen ein bestimmtes
Verhalten (nicht) hat.

Software Entscheide, ob ein Programm fiir alle Eingaben innerhalb
von 10 Schritten ein bestimmtes Verhalten (nicht) hat.

6.4 Weitere NP-vollstidndige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
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6.4 Weitere NP-vollstandige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
o Zeige B € NP (meist trivial)

6.4 Weitere NP-vollstandige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
e Zeige B € NP (meist trivial)
o Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A.

Lemma 6.20

Ist A NP-vollstandig, so ist B € NP ebenfalls NP-vollstandig,
falls A <, B.
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6.4 Weitere NP-vollstiandige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
o Zeige B € NP (meist trivial)
e Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A.
~——— -

6.4 Weitere NP-vollstidndige Probleme

Wie zeigt man, dass ein (weiteres) Problem B NP-vollstindig ist?
o Zeige B € NP (meist trivial)
e Zeige A <, B fiir ein NP-vollstandiges Problem A.

Lemma 6.20
Ist A NP-vollstandig, so ist B € NP ebenfalls NP-vollstindig,
falls A <p B.

Beweis:
Folgt direkt aus der Transitivitat von <,:

=y
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Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollstandig ist?

Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21

e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K3 A--- A Ky,

360

361

Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollstandig ist?
Um sicher zu sein, dass

@ ein polynomieller Algorithmus fiir B ein Durchbruch ware
@ und daher wahrscheinlich nicht existiert.

Praktische Instanzen von B kdnnten trotzdem (zB mit SAT)
,effizient" 10sbar sein.

360

Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21

e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K3 A--- A K},

@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V L,

361



Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21
e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K1 A+ A Ky,
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V Ly,
e Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.
@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthélt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (29 V ~z2 )27 V 21 V 26)

Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21
e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K3 A--- A Ky,
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V L,
e Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.
@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthélt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (29 V —z2) A (mx7 V 21 V 26)

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF

Problem: Ist die Formel erfiillbar?

Offensichtlich gilt 3SKNF-SAT € NP.
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Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21

@ Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K1 A -+ A K},

@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V L,

e Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.

@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthilt.

Dh eine KNF ist ein Konjunktion von Disjunktionen von
(evtl negierten) Variablen.
Bsp: (z9 V —x2) A (7 V 21 V 26)

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF

Problem: Ist die Formel erfiillbar?

Satz 6.22
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigeR SAT <, 3KNF-SAT )mit einer polynomiellen Reduktion
F +— F' so dass Fin ist und

F ist erfiillbar < F" ist erfiillbar
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Viele Varianten von SAT sind ebenfalls NP-vollstandig:
Definition 6.21
e Eine Formel ist in Konjunktiver Normalform (KNF) gdw sie
eine Konjunktion von Klauseln ist: K1 A+ A Ky,
@ Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen: Ly V ---V Ly,
e Ein Literal ist eine (evtl. negierte) Variable.

@ Eine Formel ist in 3KNF gdw jede Klausel < 3 Literale enthélt.

A~ RS B SbArF~sAf
Konjunktion von Disjunktionen von

3KNF-SAT
Gegeben: Ein Formel in 3KNF

Problem: Ist die Formel erfiillbar?

Offensichtlich gilt 3SKNF-SAT € NP.
Aber vielleicht ist 3KNF-SAT einfacher als SAT?

Satz 6.22
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3BKNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F +— F' so dass I’ in 3KNF ist und

F ist erfiillbar < F' ist erfiillbar

NB F und F’ sind erfillbarkeitsiquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch dquivalent.

361
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Warum will man wissen, dass ein Problem B NP-vollstandig ist?

Satz 6.22
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3KNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F +— F’' so dass F’ in 3KNF ist und

F ist erfiillbar < F" ist erfiillbar

NB F und F’ sind erfiillbarkeitsaquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch dquivalent.

1. Transformiere F' in M—Normalform (NNF) durch
fortgesetze Anwendung der de Morganschen Gesetze
~(AANB) = -AV-B

~(AVB) = —-AA-B
A = A

——

von links nach rechts.
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Satz 6.22
3KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:
Wir zeigen SAT <, 3BKNF-SAT mit einer polynomiellen Reduktion
F +— F' so dass I in 3KNF ist und

F ist erfiillbar < F' ist erfiillbar

NB F und F’ sind erfiillbarkeitsiquivalent, aber nicht
notwendigerweise auch adquivalent.

1. Transformiere F' in Negations-Normalform (NNF) durch
fortgesetze Anwendung der de Morganschen Gesetze

~(AAB) = —AV-B
~(AVB) = —AA-B
—A4 = A

von links nach rechts. F ist Resultat.

Beweis (Forts.):
Fiir Fy gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo,y1,...} zu.

Ordne dabei der Wurzel von F} die Variable yy zu.

362

363

Beweis (Forts.):

Fir £y gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

Beweis (Forts.):

Fir £y gilt: = nur noch direkt vor Variablen.
2. Betrachte F} als Baum, wobei die Literale Blatter sind.
Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo, 1, ..

Ordne dabei der Wurzel von F die Variable y zu.

3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die Teilbdume, an deren
Wurzeln sie stehen

} zu.
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Beweis (Forts.):
Fiir Fy gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F) als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Ordne jedem inneren Knoten eine neue Variable € {yo,y1,...} zu.

Ordne dabei der Wurzel von F} die Variable yy zu.

3. Betrachte die y; als Abkiirzung fiir die Teilbaume, an deren
Wurzeln sie stehen

Yi = 9
\
li T
wobei o; € {A, V} und [;, 7; ein Literal oder eine Variable/y;/ist.
Beschreibe@ Knoten fiir Knoten:
@/\ (yo < (lo 20 70)) A (Liorry))- - = I

Beispiel: F1 =xo V ((z1 Ax2) A (23 A 24))

>
A/

T2 X3 T4
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Beispiel: F1 = xo V ((z1 A x2) A (23 A 24))

Beispiel: F1 = xo V ((z1 A x2) A (23 A 24))

Py =

Yo (Yo < (zoAy1))A (1 < (Y2/y3))
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Beispiel: F1 = xo V ((z1 A z2) A (3 A x4))

=

YoA(yo > (Lo A1 > (y2Ay3) )N (Y2 < (21A2))

Beweis (Forts.):

Fy erf. = F, erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.

364
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Beispiel: F1 =20 V ((x1 A xz) A (23 A x4))

yof

a

N =1y

/N

N =ys3

/\ /\

To XT3 T4
P =

yoA(wo <+ (@AM < (1A A2 © (@A) A D) (wsAe0))

364

Beweis (Forts.):

Fy erf. = Fj erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. — Fj erf.: klar

365



Beweis (Forts.):
Fy erf. = F, erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
s erf. = I erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a(—)(b@c}) 5 (aV=b) A(aV-e)A(maVbVe)
(aH(b@c}) = (maVb)A(maVe)A (aV—bV —e)

Beweis (Forts.):
Fy erf. = F, erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
s erf. = I erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a+>(bVve) — (aV-b)A(aV-c)A(maVbVc)
(a+>(bAC)) — (maVb)A(—aVe)A(aV—bV —c)

Ergebnis ist F’.

Jede Transformation ist in polynomieller Zeit (in |F'|) berechenbar.

Beispiel: Bei Transformation in NNF nimmt mit jedem Schritt
Summe der |G| fiir alle Teilformeln =G von F

ab.

365
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Beweis (Forts.):

Fy erf. = Fj erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. — Fj erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a<>(bVe) = (aV-b)A(aV—-c)A(-aVbVe)
(a<>(bAC)) — (maVb)A(-aVec)A(aV—bV-—c)

Ergebnis ist F’.

Beweis (Forts.):
Fy erf. = Fj erf.: y; bekommt Wert seines Teilbaums.
Fy erf. — Fj erf.: klar

4. Transformiere jede Aquivalenz in 3KNF:

(a<>(bVe) — (aV-b)A(aV—c)A(maVbVe)
= (maVb)A(maVe)A(aV—bV-e)

Ergebnis ist F’.
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Beweis (Forts.):

Fiir Fy gilt: = nur noch direkt vor Variablen.

2. Betrachte F) als Baum, wobei die Literale Blatter sind.

Da jede Formel in 3KNF auch in KNF ist:

Korollar 6.23
KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Kann man wie folgt die NP-Vollstandigkeit von KNF-SAT zeigen?

Man zeigt SAT <, KNF-SAT
indem man jede Formel in KNF transformiert.

363

366

Da jede Formel in 3KNF auch in KNF ist:

Korollar 6.23
KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Da jede Formel in 3KNF auch in KNF ist:

Korollar 6.23
KNF-SAT ist NP-vollstindig.

Kann man wie folgt die NP-Vollstandigkeit von KNF-SAT zeigen?
VL F - [AF

Man zeigt SAT <, KNF-SAT
indem man jede Formel in KNF transformiert.

Satz 6.24
2KNF-SAT ¢ P

Ohne Bewe
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MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen Th,...,T, € M einer endlichen Menge M
und eine Zahl k< —

MENGENUBERDECKUNG (MU)
Gegeben: Teilmengen T1,...,T, € M einer endlichen Menge M

und eine Zahl £ <n.

Problem: Gibt es iy,...,ix € {1,...,n} mt M =T; U---UT;

Beispiel 6.25

o= {1,2}
3.4

T3 -

M= {12315}

MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen T1, ..., T, € M einer endlichen Menge M

und eine Zahl @g n.

Problem: Gibt es ¢1,...,ix € {1,...,n} mit M =T;, U---UT;

MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen T1, ..., T, € M einer endlichen Menge M

und eine Zahl k£ < n.

Problem: Gibt es ¢1,...,ix € {1,...,n} mit M =T; U---UT;

Beispiel 6.25
T, = {1,2 T, = {1,3}
T; = {34} Ty = {35
. M = {1,2,3,4,5} k = 3
LA/DL,[;:ﬁ/‘]/’% A%7UT
Anwendung: Zulieferer K 3

@) Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

T; Menge der Teile, die Zulieferey'i/anbietet
—

Kann die Firma ihre Bediirfnisse mit & Zulieferern abdecken?




MENGENUBERDECKUNG (MU)

Gegeben: Teilmengen Th,...,T, € M einer endlichen Menge M

und eine Zahl £ <n.

Problem: Gibt es iy,...,ix € {1,...,n} mt M =T;, U---UT;
SRR

Beispiel 6.25

7 = {1,2} T, = {1,3}
T; (3,4} T, = {3,5}
M = {1,2,3,4,5} k 3

Anwendung: Zulieferer

M Menge der Teile, die eine Firma einkaufen muss

T; Menge der Teile, die Zulieferer i anbietet

Kann die Firma ihre Bediirfnisse mit k Zulieferern abdecken?

Fakt 6.26
MU € NP.

Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei FF= Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.

— —_—

-
P
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Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.

Sei F =Ky A--- A Ky in KNF, mit Variablen x4, . ..

Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen 17, ..

Zahl k

y L.

., Tp, und eine
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Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.

Sei F=K{A---A I@in KNF, mit Variablen z1, ...

X2

Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,...,T, und eine
Zahl k /]/,\/ ya
A"
M = {wm+l,...,m+l}
Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.
Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei FF= Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.
Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,...,T, und eine
Zahl k
M = {1,...omm+1,....,m+1}
T, := {j|x; kommt in K; positiv vor} U
T = {Jj| ;i kommtin K negativ vor} U {m
4./)/\/
Vi
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Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei FF= Ky A--- A Ky in KNF, mit Variablen zq, ... x;.

Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,...,T,, und eine
Zahl k

M = {1,....mm+1,....m+1}

T; = {j|=z; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
Satz 6.27

MU ist NP-volistandig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei FF= Ky A--- A Ky in KNF, mit Variablen zq, ... x;.

Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,..., T, und eine
Zahl k
M = {1,....mm+1,....m+1}
T, = {j|xi kommtin K; positiv vor} U {m + i}
Tivi = {j|xi kommtin K; negativ vor} U {m + i}
n = 2l
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Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei F= Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., 2.
Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,...,T, und eine
Zahl k
M = {1,...omm+1,....m+1}
T, = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
Tivi = {j|x; kommt in K negativ vor} U {m + i}
n = 2l
ko= 1
Sei =Ky A+ A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommtin K, negativ vor} U {m + i}
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Satz 6.27

MU ist NP-volistandig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei F =Ky N\--- A K, in KNF, mit Variablen x4, ..., z;.
Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,...,T,, und eine
Zahl k
M = {1,....mm+1,....m+1}
T, = {j|x; kommtin K; positiv vor} U {m + i}
Tiyi {j | z; kommt in K negativ vor} U {m + i}
n = 2l
k=1

_F st erfulbar erfulbar

__ M wird-durch [ der Teilmengen ﬁ ﬂi,@erdeckt

Satz 6.27
MU ist NP-vollstindig.

Beweis: KNF-SAT <, MU.
Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.
Wir konstruieren eine Menge M, Teilmengen T1,..., T, und eine
Zahl k
M = {1,....mm+1,....m+1}
T, = {j|xi kommtin K; positiv vor} U {m + i}
= T4 = {j|x kommtin K; negativ vor} U {m + i}
n = 2l
k =1

F ist erfiilbar
gdw
M wird durch [ der Teilmengen 11, ...

11,141, ..., To liberdeckt
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Sei = Ky A+ AN Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommtin K, negativ vor} U {m + i}
Sei =Ky A+ A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommtin K, negativ vor} U {m + i}

Beispiel: (x1 Vxa Va3) A (—z1 V22 V 24)
_— - —

p— —

Ty = {1231}
T, ={1,2]242

T = {2
T = {2

}
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Sei F=Ky N+ A Ky in KNF, mit Variablen x1, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommt in K positiv vor} U{m + i}
T! = {j|x; kommt in K; negativ vor} U {m + i

Beispiel: (x1 Vxa Vas) A (mz1 V za V zg)
— L

To={1,2+1} T/ ={2)2+1}

Sei F= Ky A+ A Ky in KNF, mit Variablen x1, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommt in K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommt in K; negativ vor} U {m + i}
Beispiel: (x1 V@ Vas) A (mxy \/@V x4)
e o 7 © P4 9 0
T={1,2+1} Ti={2,2+1}
T, ={1,2,2+2} Ty={2+2}
Ty=1{1,2+3 T,={2+3}
T3={2,2+4} T;={2+4}

Uberdeckung: T}, Ty, T3/, T4’
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Sei = Ky A+ AN Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommtin K, negativ vor} U {m + i}
Beispiel: (x1 Vo Va3) A (—z1 Ve Vzy) [
—
d U
Tn={1,2+1} Ti={2,2+1}
Ty={1,22+20 T)={2+2}
Ty={1,2+3 T,={2+3}
Ty={2,2+4} T;={2+4}

Uberdeckung: T}, 75, T3/, T4 ~ 11 = 0,20 = 1,23 = 0,24 = 0

Sei =Ky A+ A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommtin K, negativ vor} U {m + i}

Beispiel: (x1 Vxa Va3) A (—z1 V22 V 24)

=
Tn={1,2+1} Ti={2,2+1}
T, ={1,2,2+2} Ty={2+2}
Ty ={1,2+3} T3={2+3}
Ty={2,2+4} T;={2+4}
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Beweis (Forts.):
Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|xi kommt in K; negativ vor} U {m + i}

Sei F= Ky A+ A Ky in KNF, mit Variablen x1, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommt in K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommt in K; negativ vor} U {m + i}
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Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 N--- N Ky, in KNF, mit Variablen x1, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|xi kommtin K, negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.

U; = if o(x;) = 1 then T; else T}

- Yf—’

Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 N--- N Ky, in KNF, mit Variablen x1, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T; := {j|xi kommtin K negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
U; := if o(x;) = 1 then T; else T

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.
L1<3<m
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Beweis (Forts.):
Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|xi kommt in K; negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
Ui = if U(Ii) =1 then Ti else Tz/

Beh.: Die U; iiberdecken M.

Beweis (Forts.):
Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}
T] := {j|xi kommtin K; negativ vor} U {m +i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
Ui = if J(Ii) =1 then Ti else Tz/

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

L1<j<m Sei@(: x; oder —z;) ein Literal in [@mit o(l)=1.
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Beweis (Forts.):

Sei FF= K1 N--- N Ky, in KNF, mit Variablen x1, ..., x;.
M = {1,....m+1}
0 x; kommt in K positiv vor} U {m + i}
T/ := {j | zi kommt in K; negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
U; = if o(x;) = 1 then T; else T}

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

1.1 <j <m: Seil (= z; oder ~z;) ein Literal in K mit o(I) = 1.
= j € jf x; kommt positiv in K; vor then T; else T’ /tr /¢

Beweis (Forts.):

Sei FF= K1 N--- N Ky, in KNF, mit Variablen x1, ..., x;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U{m + i}
T; := {j|xi kommtin K negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
U; := if o(x;) = 1 then T; else T

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

1.1 <j <m: Seil (= x; oder —x;) ein Literal in K; mit o(l) = 1.
= j € if x; kommt positiv in K vor then T; else T}

= j € if o(x;) =1 then T; else T}

= ] cU;
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Beweis (Forts.):

Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U {m + i}

T! = {j|xi kommt in K; negativ vor} U {m + i}
,=" Gegeben o mit o(F) = 1.

Ui = if U(Ii) =1 then Ti else Tz/

Beh.: Die U; iliberdecken M. Sei j € M.

1.1 <j <m:Seil (= x; oder —z;) ein Literal in K; mit o({) =

= j € if x; kommt positiv in K vor then T else 7
= j € if o(z;) =1 then T; else T}
2OW) — 2 then 4q &5 44

Beweis (Forts.):

Sei F =Ky A--- A Ky, in KNF, mit Variablen x4, ..., ;.
M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U{m + i}

T] := {j|xi kommtin K; negativ vor} Uj {m + i}

.= Gegeben o mit o(F) = 1.

U, = ifo(z;) =1 then()els

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

1.1 <j <m:Seil (= x; oder —x;) ein Literal in K; mit o(l) =

= j € if x; kommt positiv in K vor then T else T
= j € ifo(x;) =1 then T; else T}

:>j€U¢

2m+1<53<m+k
ﬁjEU@)dennm+(j—m):j

1.
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Beweis (Forts.):
Sei = Ky A--- A K, in KNF, mit Variablen x1,...,x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U{m + i}
T! = {j|z; kommtin K, negativ vor} U {m + i}

Beweis (Forts.):
Sei FF= K1 N--- N Ky, in KNF, mit Variablen x1, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j|x; kommtin K positiv vor} U{m + i}
T; := {j|xi kommtin K negativ vor} U {m + i}

,=" Gegeben o mit o(F) = 1.
U; := if o(x;) = 1 then T; else T

Beh.: Die U; iiberdecken M. Sei j € M.

1.1 <j <m: Seil (= x; oder —x;) ein Literal in K; mit o(l) = 1.

= j € if x; kommt positiv in K vor then T; else T}
= j € if o(x;) =1 then T; else T}
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Beweis (Forts.):
Sei F =K N---AK,, in KNF, mit Variablen x4, ..., x;.

M = {1,....m+1}
T; = {j |z kommt in K positiv vor} U {m + i}
T! = {j|x; kommt in K; negativ vor} U {m + i}

,="SeiUy,...,Uy, € {T1,...,T)} eine Uberdeckung vom M.
= Es gibt fiir alle 1 <7 < n genau eine Menge U; € {T;, T/} mit
m+i € U.

Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T}, ..., T, C M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
liberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem , reduziert” werden:
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Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T1,..., T, C M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
tiberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem ,, reduziert” werden:

Finde kleinstes k durch bindre Suche im Intervall [1, ]
mit O(log n) Aufrufen von MU.

Die Berechnung einer Losung von

Gegeben: Teilmengen T := Ty,..., T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl kK < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

372
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Das Minimierungsproblem

Gegeben: Teilmengen T4,..., T, C M einer endlichen Menge M

Problem: Finde das kleinste k, so dass M von k der Teilmengen
tiberdeckt wird.

kann auf das Entscheidungsproblem , reduziert” werden:

Finde kleinstes k durch binare Suche im Intervall [1, n]
mit O(log n) Aufrufen von MU.

Kann man MU in Zeit O(f(n)) entscheiden,
dann kann man das kleinste k in Zeit O(f(n) -logn) berechnen.
c AW Os ) T

f(n) polynomiell = f(n)-logn polynomiell
f(n) exponentiell = f(n)-logn exponentiell
——

372

Die Berechnung einer Lésung von

Gegeben: Teilmengen T .= Ty,...,T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k <n.
Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:
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Die Berechnung einer Losung von

Gegeben: Teilmengen T := Ty,..., T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl kK < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T, M, k) ¢ MU then output(“nicht lésbar”)
else
U:=10

Die Berechnung einer Losung von

Gegeben: Teilmengen T := Ty,..., T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl kK < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T', M. k) ¢ MU then output(“nicht lésbar”)
else
U:=0
for i := 1 to n do
if (I'—T;,M,k) € MU
then T:=T — T;

_—_—
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Die Berechnung einer Lésung von

Gegeben: Teilmengen T .= Ty,...,T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T', M. k) ¢ MU then output(“nicht 16sbar”)
else

U:=0

for i :=1to ndo

Die Berechnung einer Lésung von

Gegeben: Teilmengen T .= Ty,...,T, € M einer endlichen
Menge M, und eine Zahl k < n.

Problem: Finde eine Uberdeckung von M durch k der Teilmengen.

kann auf das Entscheidungsproblem reduziert werden:

if (T, M. k)¢ MU then output(“nicht 16sbar”)
else
U:=0
for i :=1to ndo
if (T'—1T;,M,k) € MU
then T:=T — T;
else U := U U{T;}
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CLIQUE
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V| E) und Zahl k € N.
Problem: Besitzt GG eine ,, Clique” der GréBe mindestens k?
Dh eine Teilmenge V' C V mit |[V'| > k
und alle w,v € V' mit u # v sind benachbart.
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