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Beweis:
Sei G = (V, 3, P,S) eine CFG in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L\ {€}. Wahle n = 2V,
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Satz 4.32 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es ein n > 1, so dass sich
Jjedes Wort z € L mit |z| > n zerlegen lasst in

W
w,v, W, X,y £

z = uvwry,
mit S — (/L/qk/
° v F ¢, A -, VAB( /A/

o |vwz| <n, und

e Vi € N. ww'wa'y € L. Z: ;(/L I/Zé/')([y /[r ?W?
< (/1/47 —~ (/l\//)xy —) va/jxvy

— Yo v
) v ><7
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie iblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol@é VU ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € X* gibt, in der X
vorkommt.
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie lblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol X € V U X ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € ¥* gibt, in der X
vorkommt.

erzeugend gdw es eine Ableitung X —, w € X* gibt.
~\_/

4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken &( _”)
Wie ublich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.

¥ of
EinSymbol X e VU ist S — & Xf — &€ F

niitzlich gdw es eine Ableitung .S —7, w € ¥ gibt, in der X
vorkommt.

v

erzeugend gdw es eine Ableitung X —¢, w € X* gibt.
erreichbar gdw es eine Ableitung S —¢, aX 3 gibt.

Fakt 4.35

Niitzliche Symbole sind erzeugend und erreichbar.
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie liblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol X € V U X ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € X* gibt, in der X
vorkommt.

erzeugend gdw es eine Ableitung X — w € X" gibt.
erreichbar gdw es eine Ableitung S —¢, aX 3 gibt.

=

4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie iblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol X € V U X ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € X* gibt, in der X
vorkommt.

erzeugend gdw es eine Ableitung X — w € X* gibt.
erreichbar gdw es eine Ableitung S — ¢, aX 3 gibt.

Fakt 4.35
Niitzliche Symbole sind erzeugend und erreichbar.
Aber nicht notwendigerweise umgekehrt:

s—dtla gy
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Grammatiken
Wie lblich: G = (V, X, P, S) ist eine CFG.
Ein Symbol X € V U X ist

niitzlich gdw es eine Ableitung S —¢, w € ¥* gibt, in der X
vorkommt.

erzeugend gdw es eine Ableitung X —, w € X* gibt.
erreichbar gdw es eine Ableitung S —¢, aX 3 gibt.

Fakt 4.35
Niitzliche Symbole sind erzeugend und erreichbar.
Aber nicht notwendigerweise umgekehrt:

S—ABla, A—b

Ziel: Elimination der unniitzen Symbole und der Produktionen, in
denen sie vorkommen.

Beispiel 4.36
S—ABla, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a A—=b
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Beispiel 4.36

Beispiel 4.36

S—ABla, A—b

S—ABla, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a, A—D

@ Elimination unerreichbarer Symbole:

S —a
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Beispiel 4.36
S—ABla, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a, A—b

© Elimination unerreichbarer Symbole:

S —a

Umgekehrte Reihenfolge:

@ Elimination unerreichbarer Symbole:

S— ABla, A—b

Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

© alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat Gy, und
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Beispiel 4.36
S—ABla, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a, A—=Db

@ Elimination unerreichbarer Symbole:

S —a

Umgekehrte Reihenfolge:

@ Elimination unerreichbarer Symbole:

A—=b

S —

@ Elimination njeht erzeugender Symbole:

S—a, A—D

— —
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Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

@ alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat G, und

@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat G2,
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Satz 4.37

Eliminiert man aus einer Grammatik G
© alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat Gy, und

@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat Go,

dann enthalt G nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:
Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).

Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

© alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat Gy, und

@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat G2,

dann enthalt G nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:
Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).

Da P, C P gilt L(G2) C L(G).
Umgekehrt, sei w € L(G), dh § =7 w.
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Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

@ alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat G1, und

@ aus G alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat G2,

dann enthalt G nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:
Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).

Da@g@gnt L(Gs) C L(G).

Satz 4.37
Eliminiert man aus einer Grammatik G

@ alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat G, und

@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat G2,

dann enthalt G nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:
Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).

Da P, C P gilt L(Gs) C L(G).

Umgekehrt, sei w € L(G), dh S =7 w.
Jedes Symbol in dieser Ableitung ist erreichbar und erzeugend.
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Satz 4.37

Eliminiert man aus einer Grammatik G
© alle nicht erzeugenden Symbole, mit Resultat Gy, und

@ aus Gy alle unerreichbaren Symbole, mit Resultat Go,

dann enthalt G nur noch niitzliche Symbole und L(G2) = L(G).

Beweis:

Wir zeigen zuerst L(G2) = L(G).

Da P, C P gilt L(G2) C L(G).
Umgekehrt, sei w € L(G), dh § =% w. (/

Jedes Symbol in dieser Ableitung st efreichbar und erzeugend.
Also gilt auch S —¢, w, dh w € L(Gy).

——————

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in G]
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]

—
-

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U g sind niitzlich in G5, dh

S =g, X =6, ... €%55
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, G3 : erreichbar in G1]
Wir zeigen: Alle X € V5 U X9 sind niitzlich in G2, dh

®

S =g, X =G, . €%

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, o X3

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in G]
Wir zeigen: Alle X € V5 U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =G, . €%

X muss in G erreichbar sein, dh S %}‘;1 gi(ﬁ. /
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, aX .

Alle Symbole in a X3 miissen in G erzeugend sein:
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U X5 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =6 ... €%55

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, aX /.
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, o X 3.

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =6, ... €%55

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, aXj.
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, aX 3.

Alle Symbole in aX 3 miissen in G erzeugend sein:
VY € aXB. Jue ¥ Y =5 u
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, G3 : erreichbar in G1]
Wir zeigen: Alle X € V5 U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =G, . €%

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, o X3

Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, aX 3.

Alle Symbole in X 3 miissen in G erzeugend sein:
VY €eaXp. Juec ¥ Y =5 u
Da alle Symbole in den Ableitungen Y —7, u erzeugend sind:

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in G]
Wir zeigen: Alle X € V5 U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =G, . €%

X muss in Gy erreichbar sein, dh S —¢, X3
Da alle Symbole in der Ableitung errelchbar sind: .S — 6, aXf.

Alle Symbole in X3 miissen in G erzeugend sein:
VY € aXp. Jue X" Y =5 u

Da alle Symbole in den Ableitungen Y —7, u erzeugend sind:
VY € aXB. JueX]. Y =5 u

Also gibt es w € X7 mit a X5 =, w.
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U X5 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =6 ... €%55

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, aX /.

Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, o X 3.

Alle Symbole in aX 8 miissen in G erzeugend sein:
VY eaXp. Jue ¥ Y —mu

Da alle Symbole in den Ableitungen Y — ¢, u erzeugend sind:
Vl_/—g_a)/(@. Jue XY %@u

Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =6, ... €%55

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢ aX}j.
Da alle Symbole in der Ableitung Md S =g, aXB.

Alle Symbole in aX 8 miissen in G erzeugend sein:
VY € aXpB. Jue ¥ Y =5 u

Da alle Symbole in den Ableitungen Y —¢, u erzeugend sind:
VY €aXp Jue XY =g u

Also gibt es w € X} mit a X3 —, w.

Die Ableitung aX 3 —¢, w enthdlt nur Symbole, die in G
erreichbar sind.
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, G3 : erreichbar in G1]
Wir zeigen: Alle X € V5 U X9 sind niitzlich in G2, dh

S =g, X =G, . €%

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, o X3
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: (5 —¢,  aX 3. )
Alle Symbole in a X3 miissen in G erzeugend seim

VY €eaXp. Juec ¥ Y =5 u

Da alle Symbole in den Ableitungen Y —7, u erzeugend sind:
VY €aXp. JueXlY -5 u

Also gibt es w € X7 mit a X3 —, w.

Die Ableitung a X3 —¢, w 3 bole, die in G
erreichbar sind. Daher auch/a X0 — ¢, w.

Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.
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Beweis (Forts.): [G1 : erzeugend in G, Gy : erreichbar in Gy]
Wir zeigen: Alle X € 1, U X5 sind niitzlich in G2, dh

—e, ... €T} X

X muss in G erreichbar sein, dh S —¢, aX /.
Da alle Symbole in der Ableitung erreichbar sind: S —¢, o X 3.

S =g, X

Alle Symbole in aX 8 miissen in G erzeugend sein:
VY € aXfB. Jue X" Y =5 u
Da alle Symbole in den Ableitungen Y — ¢, u erzeugend sind:
VY €aXp Jue XY =5 u
Also gibt es w € X mit a X3 —, w.
Die Ableitung aX 3 —¢, w enthdlt nur Symbole, die in G
erreichbar sind. Daher auch a X —¢, w.

/S -0, aXfB =g, w

Satz 4.38

Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:
@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — a) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,

dann ist atch A erzeugend. O
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:
e Alle Symbole in X sind erzeugend.

e Falls (A — «a) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—+SAB, A—BC, B-—C, @c

Erzeugend: {c,
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — «) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S SAB, A— BC, B-—C, 0%9
Erzeugend: {

Satz 4.38

Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

e Alle Symbole in X sind erzeugend.

e Falls (A — «) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

s%&w,é}ga B—C, C—oe
Erzeugend: {c, C,
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — a) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—+SAB, A—+BC, B—-C, (C—ec¢
Erzeugend: {c, C, B, A}.

Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

e Alle Symbole in X sind erzeugend.

mmm und alle Symbol€ih « sind erzeugend,
ISt auc erze . O

Beispiel 4.39

S—+SAB, A—+BC, B—=C, (C—=ec¢
Erzeugend: {c, C, B,
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:
@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — «) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,

dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—S8AB, A—-»BC, B—=C, (C—=c
Erzeugend: {¢,C, B, A}.
Korollar 4.40

Fiir eine kontextfreie Grammatik G ist entscheidbar, ob L(G) = (.

Beispiel 4.36

S—ABla, A—b

@ Elimination nicht erzeugender Symbole:

S—a, A—D
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Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:

@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — a) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,
dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—+SAB, A—+BC, B—-C, (C—ec¢
Erzeugend: {c, C, B, A}.

Korollar 4.40
Fiir eine kontextfreie Grammatik G ist entscheidbar, ob L(G) = 0.
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Satz 4.41
Die Menge der erreichbaren Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:

180

Satz 4.38
Die Menge der erzeugenden Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erzeugenden Symbole induktiv:
@ Alle Symbole in ¥ sind erzeugend.

e Falls (A — «) € P und alle Symbole in « sind erzeugend,

dann ist auch A erzeugend. O

Beispiel 4.39

S—S8AB, A—-»BC, B—=C, (C—=c
Erzeugend: {¢,C, B, A}.

Korollar 4.40

Fiir eine kontextfreie Grammatik G ist entscheidbar, ob L(G) = (.
Beweis:

L(G) = () <= S ist nicht erzeugend. O
Satz 4.41

Die Menge der erreichbaren Symbole einer CFG ist berechenbar.

Beweis:
Wir berechnen die erreichbaren Symbole induktiv:
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Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # .
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Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Worter € (V U X)*,

- T
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Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:

OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).

Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Woérter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Worter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

e SeR

e Wenn aBy € Rund (B — j) € P und |afy| < [w],
dann auch afy € R.
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Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:

OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).
Dann berechnen wir induktiv die Meng@ller von S ableitbaren
Woarter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

e SER

Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Woarter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

e SeR

e Wenn aB~v € Rund (B — ) € P und |aBvy| < |w

dann auch a8y € R.

Es gilt: %Lr 'Y/ 24 L€ ((/VZ)¥ st /////{/4/

w'e Ly(G) < weR
gl
wobei Ly (G) :={w e (VUX)* | § = w}.
TTrhe—

—
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Satz 4.42
Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus G
(wie in Lemma 4.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Woérter € (V U X)*, die nicht langer als w sind:

e SeR

e Wenn aBvy € Rund (B — ) € P und |afy| < |w|,
dann auch afvy € R.
Es gilt:
weLy(G) & weR
wobei Ly (G) :={w e (VUE)* | S = w}.
Da R endlich ist (|R| < |V UX|®]), ist w € R entscheidbar, und

damit auch w € Ly (G), und damit auch w € L(G). O

4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
W=aj...a, €X*".

/‘}‘)ﬂ)i 07— A /fT{/Q)(()f
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4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
W=aj...a, € 5"

— 7
Definition 4.43

V;;j ::{A€V|A%*Gai...aj} 'FUFZS]
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4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
W=ajp...a, €X*.

Definition 4.43
Wj::{A€V|A—)*GCL7;...(lj} fur2§]

Damit gilt:
weLG) & Se V@

4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
W=aj...a, €X*".

Definition 4.43

/ Vz‘j:—{Aevm@i...aj} fiir i < j

Damit gilt:

w € L(G) & Se W,

182
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Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
J—

Vi = {A€V|(A—aq)€ P}

Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
] —

Vii = {A€V|(A—a) € P}
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Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
j—

Vie = {A€eV|(A—>a)€ P}
Vi = {A€V| E|2<k<€} firi<j
A
&
v be
S Y
[ L

4.6 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform,
W=aj...a, €X*".

Definition 4.43

Wj::{A€V|A—)*GCL7;...(Ij} furZS]
Damit gilt:

w € L(G) & Se W,
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Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
J—

Vii = {A€eV|(A—a) € P}
o . . ’

(A= BC)e P } fir i <J

Korrektheitsbeweis: Induktion liber j — 1.

Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem
] —
Vii = {A€V|(A—a) € P}

{A€V| di <k <y, B€eVy, CGVk+17j.

(A~ BC)e P } fir i <J

i =

Korrektheitsbeweis: Induktion liber j — 1.

Die Vj; als Tabelle (mi@tatt Vij):

144 qu

13 | 24
122334

11 [ 2233 | 44

ap a2 asz a4

e
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Beispiel 4.44
S — AB|BC
A — BA|a
B — CC|b
C — AB]|a
15
14 25
13 24 35
12 23 34 45
11 22 33 44 55
5 4
b a a b a
Satz 4.45

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).
- .
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Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

ccl/ n’&,

C’l LV

@ A, < < /f A, C
e )
9 ) 7 G i

Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden @ € O(n?) Mengen V;; berechnet.
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Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden ”(”2—4) € O(n?) Mengen V;; berechnet.

Vij =

< ] ; .
{A€V| Jisk<j, w’“@ii} (i < §)

A— BC)eP

Fiir jede dieser Mengen werden

Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden ”(”2—4) € O(n?) Mengen V;; berechnet.

< . . )
Vi = {AEV| 32_k<],B€thk;C€Vk+1,] } (i < 5)

(A—BC)eP
Fiir jede dieser Mengen werden

® j —i < n Werte fiir & betrachtet,

o fiir jedes k wird fiir alle Produktionen A — BC' untersucht,
ob BeVund C e Vk+1,j,
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Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden "(" U € O(n?) Mengen V;j berechnet.

{A ‘/'|E|Z k<]7@7 6Vk+1] Z<]

Fiir jede dieser Mengen werden

Vij =

e j —i < n Werte fiir k betrachtet,

Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden @ € O@Mengen Vi; berechnet.

- BeVik:CGVkH,J’- o
Vij = {A€V| | !ALBC)@P (i <J)

Fiir jede dieser Mengen werden
e j —i < n Werte fiir k betrachtet,

o fiir jedes k wird fiir alle Produktionen A — BC' untersucht,
ob BeV;,und C € Vk+17]’, wobei |V;k|, |Vk+1,j| < |V|

185
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Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fiir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden ”(”2—4) € O(n?) Mengen V;; berechnet.

Vij =

< ] ; .
{A€V| Ji <k <j, BeVy, C€ Vg, } (i < §)

(A= BC)eP

Fiir jede dieser Mengen werden
@ j —i < n Werte fiir & betrachtet,
o fiir jedes k wird fiir alle Produktionen A — BC' untersucht,
ob BeV;und C € Vk+1,j, wobei |V;k|, |Vk+17j| < |V|
Gesamtzeit: O(n?)
Denn |P| und |V| sind Konstanten unabhangig von n.
[Konstruktion jeder Menge V;;: O( ).

Erweiterung Der CYK-Algorithmus kann so erweitert werden, dass
er nicht nur das Wortproblem entscheidet, sondern auch die Menge
der Syntaxbdume fiir die Eingabe berechnet.
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Satz 4.45
Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem w € L(G) fir
eine fixe CFG G in Chomsky-Normalform in Zeit O(|w|?).

Beweis:
Sei n := |w|. Es werden @ € O(n?) Mengen V;; berechnet.

Vij =

o . _ §
{A€V| Ji<k<j, BeVy, Ce Vit } )

(A— BC)e P

Fiir jede dieser Mengen werden
@ j —i < n Werte fiir k betrachtet,

o fiir jedes k wird fiir alle Produktionen A — BC' untersucht,
ob BeV,und C e Vk+17]’, wobei |Vzk|, |Vk+1,j| < |V|
Gesamtzeit: O(n3)
Denn |P| und |V| sind Konstanten unabhangig von n.

[Konstruktion jeder Menge V;;: O(1).
C\/

Erweiterung Der CYK-Algorithmus kann so erweitert werden, dass
er nicht nur das Wortproblem entscheidet, sondern auch die Menge
der Syntaxbdume fiir die Eingabe berechnet.

Realisierung:

e Vj; ist die Menge der Syntaxbdume mit Rand q; .. .a;.
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Vorschau
Fiir CFGs sind folgende Probleme nicht entscheidbar:

o Aquivalenz: L(G1) = L(G2)?

4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1, %1, P1, S1) und

Gy = (Vo, X9, Py, S5) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir

° LGULG) S — |4

konstruieren.
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4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1,X1, P1, 51) und

Go = (Vo, X9, P», S2) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir

konstruieren.

4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46
Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1,X1, P1, S1) und
Go = (Vo, X9, P», S2) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir
Q@ L(G1)UL(G2)

@ L(G1)L(G2) S~ LS

konstruieren.
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4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1, %1, P1, S1) und

Gy = (Va, X9, Py, S5) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit

kontextfreie Grammatiken fiir
Q@ L(G1)UL(G2)
@ L(G1)L(Gs)
® (LG S — J []¢

konstruieren.

4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1, %1, P1, S1) und

Gy = (Vo, X9, Py, S5) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir

@ L(G1)UL(Gy)
@ L(G1)L(G2)
© (L(G1))

Q (L(G1)"

konstruieren.

g&/&zw Ao v

ot

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist also unter Vereinigung,
Konkatenation, Stern und Spiegelung abgeschlossen.

j\-) a*A (73/G)
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4.7 Abschlusseigenschaften

Satz 4.46

Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1,X1, P1, 51) und

Go = (Vo, X9, P», S2) gegeben. Dann kann man in linearer Zeit
kontextfreie Grammatiken fiir

© L(C1)UL(Gy)
@ L(G1)L(Gy)
© (L(Gh))"

@ (L(G1)E

konstruieren.

Satz 4.47
Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

188

190



Satz 4.47

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

Beweis:
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Satz 4.47

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

Beweis:

Ly := {a'b'c’ | i,5 € N} ist kontextfrei
Lo := {a'¥’d | i,j € N} ist kontextfrei
LiN Ly = {a'b'c' | i € N} ist nicht kontextfrei

190

Satz 4.47

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

Beweis: j‘,\? D¢ D__)g/;\‘ﬁk{ (‘-')Z/cc
Ly:= {Wcj | 2, € N} ist kontextfrei
Ly = {a't’¢ | i,j € N} ist kontextfrei

Satz 4.47

Die Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen
unter Durchschnitt oder Komplement.

Beweis:

Ly := {a'b'c’ | i,j € N} ist kontextfrei
Ly == {a't’¢ | i,j € N} ist kontextfrei
LiN Ly = {a'b'c" | i € N} ist nicht kontextfrei

Wegen de Morgan (1806-1871) kénnen die CFLs daher auch nicht
unter Komplement abgeschlossen sein. L
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4.8 Kellerautomaten

el |nlgla|ble

l

Kellerautomat

EISESE]EY

Anwendungsgebiete von Kellerautomaten:

@ Syntaxanalyse von Programmiersprachen
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4.8 Kellerautomaten

elgz|njgla|ble

Kellerautomat

EISESEIEY

Anwendungsgebiete von Kellerautomaten:
@ Syntaxanalyse von Programmiersprachen

@ Analyse von Programmen mit Rekursion

191

192



Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (Q, %, T, qo, Zo, 0, F') besteht aus

Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (0,2, T, qo, Zo, 6, F') besteht aus

@ endliche Menge von Zustdnden

> endliches Eingabealphabet
I' endliches Kelleralphabet
qo € Q Anfangszustand
Zy € T initialer Kellerinhalt
6 Ubergangsfunktion 6: Q x (S U {e}) x T %E(Q x I'")
(Pe = Menge aller endlichen Teilmengen)
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Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (Q, %, T, go, Zo, 9, F') besteht aus

(@ endliche Menge von Zustdnden

Definition 4.48
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (PDA = Pushdown
Automaton) M = (Q, %, T, qo, Zo, 9, F') besteht aus

(? endliche Menge von Zustdnden
> endliches Eingabealphabet
I" endliches Kelleralphabet

qo € QQ Anfangszustand

Zy € I' initialer Kellerinhalt

§ Ubergangsfunktion 6: Q x (XU {e}) x I' = P.(Q x T'*)
(P. = Menge aller endlichen Teilmengen)

F C Q Endzustande
— 0J
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Achtung: §(q,a,Z) 3 (¢, a)

@ « kann die Lange, 0, 1, und mehr haben

Achtung: d(g,a,Z) 3 (¢', )

@ « kann die Lange, 0, 1, und mehr haben

@ Falls a = €: kein Eingabezeichen wird gelesen

Eine graphische Notation f'L'lr
‘ ”

@

Kein endlicher Automat!

a, Z /o k@
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Achtung: 6(,@2) 3 (¢, )
@ « kann die Lange, 0, 1, und mehr haben

@ Falls a = e: kein Eingabezeichen wird gelesen

194

Definition 4.49
Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel

(g,w,a) mit g € Q, w € ¥* und av € T™.
—
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Definition 4.49

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel
(g,w,a) mit g € Q, w € X* und o € T,

Die Anfangskonfiguration von M fiir die Eingabe w € ¥* ist
(g0, w, Zo).

195

Definition 4.50
Die Transitionsrelation — s zwischen Konfigurationen:

e
(¢;aw, Za) = (¢'sw, Bo)  falls (¢, 8) € d(q,a, Z)

196

Definition 4.49
Eine Konfiguration eines Kellerautomaten M ist ein Tripel

(¢, ug@) mit g € Q, w € ¥* und v € T*.
Die Anfangskonfiguration von M fiir die Eingabe w € ¥* ist

((IO7 w, ZO)

Intuitiv stellt eine Konfiguration (¢, w, a) eine “Momentaufnahme”
des Kellerautomaten dar:

@ Der momentane Zustand ist gq.

@ Der noch zu lesende Teil der Eingabe ist w.

@ Der aktuelle Kellerinhalt ist o
(das oberste Kellerzeichen ganz links stehend).

Definition 4.50
Die Transitionsrelation — 7 zwischen Konfigurationen:

(q,@Za) — M (q’,@ﬁa) falls (¢, 3) € 6(q,a,Z)
(q@Za) —um (¢, @) Pa) Aalls (¢.p) € 6(q£62Z)
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Definition 4.50
Die Transitionsrelation — s zwischen Konfigurationen:

(¢;aw, Za) = (¢, w, Bo)  falls (¢, 8) € d(q,a,Z)

(q,w,Za) —M (q’,w,ﬂa) falls (ql7ﬂ) @S(%e} Z)
L

Intuitive Bedeutung von (q, w, a) = (¢, w', af):

Wenn M sich in der Konfiguration (q, w, «) befindet, dann
kann er in einen Schritt in die Nachfolgerkonfiguration
(¢',w', ) libergehen.

196

Definition 4.50
Die Transitionsrelation — 3 zwischen Konfigurationen:

(¢, aw, Za) = (¢'sw, o) falls (¢, B) € 6(q,a,Z)

(¢,w, Za) —ur (¢, w, Ba) falls (¢, B) € d(q, ¢, Z)

Intuitive Bedeutung von (q,w, «) = (¢, w', a/):

Wenn M sich in der Konfiguration (q, w, «) befindet, dann
kann er in einen Schritt in die Nachfolgerkonfiguration
(¢',w', o) iibergehen.

Achtung: eine Konfiguration kann mehrere Nachfolger haben
(Nichtdeterminismus!)

Notation —},, —,, etc wie iblich
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