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Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= =

122

Im Folgenden sei M = (Q, %, 6, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustande.

Definition 3.50 (Aquivalenz von Zustinden)

p=mq Y= (YweXt dpw)eF e d(quw)elF)

Intuition: Zwei Zustande sind dquivalent gwd sie die selbe Sprache
erkennen.

Wir schreiben = statt =p; wenn M klar ist.

Einfache Fakten:
e = ist eine Aquivalenzrelation.
e p=ryq = d(p,a) =nd(q, )
@ Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustande, also #.

In der weiteren Analyse beziehen wir uns direkt aunicht mehr
auf den Algorithmus.

Die ,Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

1\4/E = (Q/E’ E’5I7 [QO]E: F/E)
' ([plz,a) = [d(p.a)l=

Die Definition von ¢’ ist wohlgeformt da unabhingig von der Wahl
des Reprasentanten p:

[p]= = [P']
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Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= Q/=, .6, (@)=, F/=)
d'([pl=,a) = [0(p,a)]=

Die Definition von ¢ ist wohlgeformt da unabhdngig von der Wahl
des Repradsentanten p:

pP=p dp,a) =9o(p,a

'[LPJ‘_LE = [P’]E
i — B0l = [0, )=

t

Lemma 3.52
L(M/=) = L(M)
Beweis: Ubung.

Achtung
—p=xrg-isteine Relation auf Zustanden von M

u =1, v ist eine Relation auf Woértern
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Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := d(qo,u) und q := é(qo, v) gilt

p=mq & YweXt dpw)eF < dquw)elF

& Yw € X* §(qo, uw) € F < g(qo,vw) el
& YweX*. uwe L(M) < vwe L(M)

Definition 3.53
Jede Sprache L C X* induziert eine Aquivalenzrelation
=, CY*x X"

& YweXr uweLsvwelL

Obige Beobachtung lasst sich nun schreiben als

5(%:“@(9’07 v) & u %L(Mj v

U=Loan v & 5(q0,u) =y 5((]0,’0)

Da alle Zustdnde von qq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

~

[U]EL(M) = [5(QO, u)]EM

ist eine Bijektion zwischen den =p ;) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54

Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M). -
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USLon v & S(c]o,u) =um 5(qo,v)

Da alle Zustdnde von gq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

[u]EL(M) = [3(‘]07 u)]EM

ist eine Bijektion zwischen den =) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54

Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M).

Beweis:
Sei L := L(M) und M’ ein DFA mit L(M') = L.

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

My =

125
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Es gilt sogar:

Fakt 3.55

Alle Quotientenautomaten M /= fiir die gleiche Sprache L(M)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =, Aquivalenzklassen.

(‘[/ﬁ
¢/

—~
A

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/E[n 27 5L7 [E]EL: FL)

mit o ([w]=, ,a) = [wal=,
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/Eln E) '5L7 [E]EL7 FL)

mit §z([w]=, ,a) = [wal=, und F = {[w]=, | w € L}.

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/Eln E) '5L7 [E]EL7 FL)
mit §z([w]=, ,a) = [wal=, und F = {[w]=, | w € L}.

Man sieht: &, ist wohldefiniert und 4 ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* st genau dann reguldr, wenn =, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
,=—": Ist L regular, so wird L von einem DFA M akzeptiert.
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (Z*/E[n Z, 5[/7 [E]EL: FL)
mit d([w]=, ,a) = [wal=, und Fp := {[w]=, | w € L}.

Man sieht: §;, ist wohldefiniert und 4z ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

127

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/E[n Z, 5[/7 [E]EL: FL)
mit d([w]=, ,a) = [wal=, und Fp := {[w]=, | w € L}.

Man sieht: 7, ist wohldefiniert und oz ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X" ist genau dann regular, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
, =" Is:&guléir, so wird L von einem DFA M akzeptiert.

Daher hat’=_,_go viele Aquivalenzklassen wie usténde.
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

ML = (E*/EL, E, '5L7 [E]EL, FL)

mit 3z ([w]=, ,a) =

Man sieht: & ist wohldefiniert und 4 ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* ist genau dann reguldr, wenn =, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

,=——": Ist L regular, so wird L von einem DFA M akzeptiert.
Daher hat =7, so viele Aquivalenzklassen wie M /= Zustande.
,<—=": Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,

so ist My, ein DFA mit L(M) = L. O

Wie sieht M|, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59

L=A{w]|w #o(w) = #1(w)} (#a(w) = Anzahl der a in w)
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Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?

Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59

L=A{w|w #o(w) = #1(w)} (#4(w) = Anzahl der a in w)
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Wie sieht M|, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59

L=A{w]|w #o(w) = #1(w)} (#a(w) = Anzahl der a in w)

Wie sieht M|, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59

L=A{w]|w #o(w) = #1(w)} (#a(w) = Anzahl der a in w)

l
T G ) R

Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59
L=A{w|w #o(w) =#1(w)} (#4(w) = Anzahl der a in w)

Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59
L5 {w|w #o(w) =#1(w)} (#4(w) = Anzahl der a in w)

i
g 0o (9w

nz
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Wie sieht M|, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59

L=A{w]|w #o(w) = #1(w)} (#a(w) = Anzahl der a in w)

!

1 1 1 1 1 1
20 2 o & [ 2 [ & py &
0 0 0 0 0 0

Endzustande?

Wie sieht M|, aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 3.59
L={w|w #o(w) = #1(w)}

(#a(w) = Anzahl der a in w)
A = A < Y = (L =
0 0 0 € 0 0 0

Endzustande?
[1")=, = {w | #1(w) = #o(w) + i}

Warum 1% #, 17 falls i # 57

Vollstandige Methode um Nichtregularitat von L zu zeigen:

128
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Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?
Beispiel 3.59

L=A{w|w #o(w) =#1(w)} (#4(w) = Anzahl der a in w)

1 1 1 1 1 1
20 2 o 2 4 < [ e py o<
0 0 0 0 0 0

Endzustiande?
1=, = {w | #1(w) = #o(w) + i}
70" 9t ot 4o
€(
Bemerkung

Eindeutigkeit des minimalen Automaten (modulo Umbenennung
der Zustande) gilt nur bei DFAs, nicht bei NFAs!
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Knobelaufgabe: R X
Nach Def. gilt p Zp; ¢ gdw Jw. d(p,w) € F ¥ é(q,w) € F

Man zeige: Falls p #as ¢, dann gibt es ein w der Lange < [Q)],

das p und ¢ unterscheidet, d.h. §(p,w) € F ¢ d(q,w) € F.

4. Kontextfreie Sprachen

130

131

Knobelaufgabe:

Nach Def. gilt p Zyr ¢ gdw Jw. S(p,w) ceF & S(Q,w) eF

Man zeige: Falls p #as ¢, dann gibt es ein w der Lange < |Q],
das p und ¢ unterscheidet, d.h. 6(p,w) € F 4 é(q,w) € F.

Knobelaufgabe:

Sei L = {ww | w € ¥*}.

4. Kontextfreie Sprachen

4.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 4.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr>
<Expr>
<Term>
<Term>
<Factor>
<Factor>

N AN

<Term>

<Expr> 4+ <Term>
<Factor>

<Term> % <Factor>
a

(<Expr>)
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4. Kontextfreie Sprachen

4.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 4.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> 4+ <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> x <Factor>
<Factor> — «a
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> —
Der Syntaxbaum: <Expr>

—

—ax (a+ a)

131

%\o(/ v

N

Bopr o Varg

4. Kontextfreie Sprachen

4.1 Kontextfreie Grammatiken

Beispiel 4.1 (Arithmetische Ausdriicke)

<Expr> — <Term>
<Expr> — <Expr> 4+ <Term>
<Term> — <Factor>
<Term> — <Term> x <Factor>
<Factor> — a
<Factor> — (<Expr>)
Eine (Links)Ableitung:
<Expr> —
Der Syntaxbaum: <Expr>

—ax* (a+ a)

131




Der Syntaxbaum:

<Expr>
<Term>
<Term> * <Factor>
Der Syntaxbaum: <Expr>
av ( 4)

<Term>

< Factor>

Die Blatter des Baums, vonlinks nach rechts gelesen,
ergeben das abgeleitete Wort

132

Der Syntaxbaum:

<Expr>
<Te‘rm>
|
<Term> * <Factor>
<Factor> ( /<Ex‘pr>\ )
|
a <Expr>/ %‘— \<Term>
<Te‘rm> <Factor>
< Fac‘t0r>
i

Bemerkungen
@ Der vollstindige Syntaxbaum enthilt die gesamte Information
iber die Ableitung, bis auf die (irrelevante) Reihenfolge des
Aufbaus.
o Kontextfreie Grammatiken dienen zur Spezifikation von
Sprachen. Das Parsen ist:
e Die Uberprﬂfung, ob ein Wort von einer Grammatik
abgeleitet werden kann, bzw
o Die Erzeugung des Syntaxbaums (parse tree).

Parsen ist die Transformation eines Worts in einen Syntaxbaum.
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Definition 4.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

Definition 4.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V' ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

> ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x (VUX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

134
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Definition 4.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V' ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

134

Definition 4.2
Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:

V' ist eine endlichen Menge, die Nichtterminalzeichen (oder
Variablen),

. ist ein Alphabet, die Terminalzeichen, disjunkt von V/,
P CV x (VUZX)* eine endlichen Menge, die Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:
e A B,C,... sind Nichtterminale,

® a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, x,...) sind Terminale,
o «.fB,y,...c (VUX)*
o Produktionen schreiben wir A — o statt (A, a) € P.

Statt A — a3, A = a9, A = a3 schreiben wir einfach

A—)Oé1|042|043
—

134



Beispiel 4.3 (Arithmetische Ausdriicke)

V= {E,T F)}
Y= Aa,+,%()}

Beispiel 4.3 (Arithmetische Ausdriicke)

V= {E,TF)}
E*{a—i'_a*)’
P —
E —» T|E+T
= 7 - F|T
F — al|(F)
S:

135

135

Beispiel 4.3 (Arithmetische Ausdriicke)

V = {E,T,F}
r= {a’+,*7(’)}
P:
E — T|E+T
T — F|T+F
F = a|(FE)
Definition 4.4

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S) induziert eine
Ableitungsrelation —¢ auf Wértern iiber V U X:

Oé—)Gg

gdw es eine Regel A — « in P gibt, und Worter oy, g, so dass

a=a1Aay und = aivas

Beispiel:
a+T+a —¢ a+T*xF+a

[ — JwF
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Definition 4.5 (Iteration von — )

a—gtty e 3B a—=E B ey
—cr "
a—=gf)e dnia—=4 B

:@ In>0.a—=¢0

Definition 4.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugt die Sprache

LG)={weX"| S —gw}

e

Eine Sprache L C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).

137
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Definition 4.5 (Iteration von —;)

a—% o

n-+1
« —)G

v & dB.a—=EB—ay
a—=gf e dnia 4B

a—=5 B = I>0.a—E B

Wir nennen
a1 —G 2 —@G  —aG O

eine Linksableitung gdw in jedem Schritt das linkeste Nichtterminal
in «; ersetzt wird.

Definition 4.6 (Kontextfreie Sprache)
Eine kontextfreien Grammatik G = (V. X, P, S) erzeugt die Sprache

L(G) ={we X" | S -5 w}

Eine Sprache L C ¥* heiBt kontextfrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).

Abkiirzungen:
CFG Kontextfreie Grammatik (context-free grammar)

CFL Kontextfreie Sprache (context-free language)

®
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Beispiel 4.7

Die nicht-reguldre Sprache L = {a"b" | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG
S —aSh|e

-_—
erzeugt wird.

Beispiel 4.7
Die nicht-reguldre Sprache L = {a™b" | n € N} ist kontextfrei, da
sie von der CFG

S —aSb|e

erzeugt wird.
Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit

vV o= {5}
Y = {a,b}
P = {S—aSh|e}

Der unendliche Baum aller méglichen (Links-)Ableitungen:

d% aSb /— /a’SvY/ — a*Sh —
N\

ﬁ O a3b?

139
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Beispiel 4.7

Die nicht-regulare Sprache L =
sie von der CFG

erzeugt wird.
Genauer: L = L(G) wobei G = (V, X, P, S) mit

Vo= {S}
¥ = {a,b}
P = {S—aSb|e}

Beispiel 4.8

Die nicht-reguldre Sprache der Palindrome (w =

n € N} ist kontextfrei, da

w) iiber {a,b}

1349
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Beispiel 4.8

Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w’) iiber {a,b}
wird von folgender CFG erzeugt:

S%e|a|bka5a?|b5b

m—

Lemma 4.9 (Dekompositionslemma)

o109 =5 B
L=

3B1, Ba,mi,nz. B=PF1Bs A n=mn1+n2 A a; =g Bi (i=1,2)
‘_‘_‘_———-‘ \__/‘

140
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Beispiel 4.8

Die nicht-regulire Sprache der Palindrome (w = w®) iiber {a,b}
wird von folgender CFG erzeugt:

S—e|lal|lblaSa|bSb

Der Anfang des unendlichen Baums aller Ableitungen
(Achtung, dies ist kein Syntaxbaum!):

S

Lemma 4.9 (Dekompositionslemma)

ajag —¢ B
&
361, B2, na,me. B=PF1fa A n=ni+nz A o =g Bi (1 =1,2)

Beweis:

Ubung! (I
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Definition 4.10
Eine CFG heiBt rechtslinear gdw jede Produkion von der Form
//_—-_—

A—aB oder A—e€ st

Eine CFG heiBt linkslinear gdw jede Produkion von der Form
o

A — Ba oder A — e st

4.2 Induktive Definitionen, Syntaxbaume und Ableitungen

@ Beispiel: Balancierte Klammern
@ Induktive Definitionen und Syntaxbaume allgemein

@ Aquivalenz von Ableitung, Syntaxbaum und induktiver
Erzeugung

142
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Definition 4.10
Eine CFG heiBt rechtslinear gdw jede Produkion von der Form

A—aB oder A—e€ st
Eine CFG heiBt linkslinear gdw jede Produkion von der Form

A— Ba oder A —e€ st

Lemma 4.11
Die rechtslinearen und linkslinearen Grammatiken erzeugen jeweils
genau die reguldren Sprachen.

Beweis: Ubung!
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Beispiel 4.13

S —e|[S]]SS
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Beispiel 4.13

S—e|lS1]SS
Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten

Klammerworter in {[,]}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (S):

144

Beispiel 4.13

S —e|[S1]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwérter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (S):

e € La(9)

u€ Lg(S) = [ul € Lg(9)

144

Beispiel 4.13

S—e|[81]SS
—

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (.5):

€ € La(S)

Beispiel 4.13

S —e|[S]]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (.S):

e € La(9)
uwe Lg(S) = [ul € Lg(S) //
u€ La(S)ANveE Lg(S) = uve Lg(S)

144
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Beispiel 4.13

S—e|[81]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwérter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (S):

Beispiel 4.13

S—e|[81]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (.5):

e € Lg(9)
uwe Lg(S) = [ul € Lg(S) 4
ueLg(S)AveLg(S) = wve Lg(9)

Damit gilt zB:

ec L(S) = [1 ¢ L(S)

e € Lg(9)
ue Lg(S) = [ul € Lg(5)
u€ Le(S)Av e Lqg(S) = wve Lg(S)
Damit gilt zB: € € L(S)
144
Beispiel 4.13
S—e|lS1]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwérter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (S):

e € La(9)
(ul € Le(S) +—
wv € Lg(S) —A4—

uELg(S) =
uwe Lg(S)AveLg(S) =

Damit gilt zB: e € L(S) = [1 € L(S) = [[1]1 € L(S)

L ————

144

Beispiel 4.13

S —e|[S]]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerworter in {[,]1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik
als induktive Definition einer Sprache L (.S):

e € La(9)
w€ Lg(S) = [u]l € Lg(9)
ueLg(S)Ave Lg(S) = wve Lg(9)

Damit gilt zB: e < L(S) = [0 € L(S) = [[1] € L(S)
= [[010 € L(S5)
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Bemerkungen
o Die Produktionen (—) erzeugen Wérter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

145

Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Warter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.
e Die induktive Definition ( =) erzeugt Worter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen.

@ Die induktive Definition betrachtet nur Worter aus X*.

145

Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Warter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.
e Die induktive Definition ( => ) erzeugt Worter bottom-up,
d.h. sie setzt kleinere Worter zu groBeren zusammen.

Bemerkungen
e Die Produktionen (—) erzeugen Woarter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

-
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Bemerkungen

o Die Produktionen (—) erzeugen Wérter top-down,
d.h. von einem Nichtterminal zu einem Wort hin.

Zur induktiven Definition von L (S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle v € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € Lg(S). P(u),

————

145
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Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € Lg(S). P(u), zeige:

146
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Beispiel 4.13

S—e|[81]SS

Um zu zeigen, dass diese Grammatik die Menge aller balancierten
Klammerwérter in {[,1}* erzeugt, betrachten wir die Grammatik

als induktive Definition einer Sprache LQS):\\

€ € La(S)

Zur induktiven Definition von L (S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle v € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
P([ul)
Plu)ANPlv) = P(uw)

Plu) =

, Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 4.14
Alle uw € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

144

146

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Vu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
P([ul)
Pu)APlv) = P(uv)

Plu) =

., Induktion iiber die Erzeugung von u"

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € Lg(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh\Vu € L¢(S) @zeige:

P(e)
P([ul)
P(u)A Plv) = P(uv)

Plu) =

., Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 4.14
Alle v € Lg(S) (enthalten gleich viele [ wie ].

Beweis:
Mit Induktion liber die Erzeugung von wu:

146

146



Zur induktiven Definition von L(S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € L;(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Yu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
P([ul)
PluyA Plv) = P(uv)

Plu) =

»Induktion Uber die Erzeugung von "

Lemma 4.14
Alle uw € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion iiber die Erzeugung von u:

@ centhalt O [ und ].

146

Hinweis
Die Aussage

ist eine Abkiirzung fiir

Ve.x € M — P(x)

Der Allquantor wird dann oft weggelassen:

reM = P(x)

147

Zur induktiven Definition von Lg(.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € L;(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Yu € Lg(S). P(u), zeige:
P(e) I

P([ul)
P(u)ANP(v) == P(uv)

Plu) =

., Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 4.14
Alle uw € Lg(S) enthalten gleich viele [ wie J.

Beweis:
Mit Induktion liber die Erzeugung von wu:

@ centhalt 0 [und ].

e Enthalt u gleich viele [ wie 1, so auch [u].

e Enthalten w und v gleich viele [ wie ], so auch uw. 0

Zur induktiven Definition von L (.S) gehort ein Induktionsprinzip:

Um zu zeigen, dass fiir alle u € L;(S) eine Eigenschaft P(u) gilt,
dh Yu € Lg(S). P(u), zeige:

P(e)
Plu) = P([ul)
P(u)ANP(v) = P(uw)

., Induktion iiber die Erzeugung von u"

Lemma 4.14 0( ( é (f) )
w) enthalten gleich viele [ wie ].

- ’—-v\h\
Beweis:

Mit Induktion tber die Erzeugung von wu:
@ centhalt 0 [und ].

e Enthilt u gleich viele [ wie 1, so auch [u].

@ Enthalten w und v gleich viele [ wie ], so auch uw. [
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Hinweis -
Die Aussage

Vx e M. P(x)

ist eine Abkiirzung fiir
Vz.x € M = P(x)
Der Allquantor wird dann oft weggelassen:

reM = P(x)

Definition 4.15
Prafix:
u=w & du.uw=w

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

/" Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:

Alw) :==#(w)  B(w) = #1(w)

—_—
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Definition 4.15
Prafix:

u=w & dv.uww=w

Anzahl der Vorkommen:

#.(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Definition 4.15

Prafix: j i~
u=w & dv.uww=w L

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel filhren wir zwei Abk. ein:
A(w) == #(w)  Blw) = #(w)

Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
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Definition 4.15

Prafix: j Z;
u=w & dv.uw=w

—_
el

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:

Alw) :==#((w)  B(w) = #1(w)

Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fur alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

Definition 4.15
Prafix:
u=w & du.uw=w

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel fiihren wir zwei Abk. ein:
A(w) :=F#r(w)  Blw):=#(w)

Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fur alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[1]1, 0007, [CODJ0D]111]
@ Nicht balanciert: 11, @[[]
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Definition 4.15
Prafix:
u=w & dJv.u=w

Anzahl der Vorkommen:

#.(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel filhren wir zwei Abk. ein:
A(w) == #(w)  B(w) = #1(w)

Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fur alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[(J], (101, [(COD10D]101]

Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.
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Satz 4.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Satz 4.16

Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).
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Satz 4.16

Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. liber die Erzetgung von u.

149

Definition 4.15
Prafix:

u=w & dv.uww=w

Anzahl der Vorkommen:

#4(w) := Anzahl der Vorkommen von a in w

Fiir unser Beispiel filhren wir zwei Abk. ein:

A(w) = #(w)  B(w) := #(w)
Wir nennen w € {[,]}* balanciert gdw
(1) A(w) = B(w) und
(2) fur alle Prafixe u von w gilt A(u) > B(u)

e Balanciert: [1, [[(J], (107, (C[OD10D]101]
@ Nicht balanciert: 1[, [1]1[[]
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Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e pXe — p=c¢

Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e pe = p=¢ — A(p) = B(p)

[ul: Sei p =< [ul

“Fall p=e: A(p) = B(p)

Fall p= [u]: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)
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Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von wu. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

ep=e = p=c = A(p) = B(p)

[ul: Seip =< [ul
Fall p=e:

Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e p2e = p=c = A(p) = B(p)

[ul: Sei p =< [u]
Fall p=e: A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)
Fall p = [g mit ¢ <X u:
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Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

¢ pXe = p=¢c = A(p)=B({p)
[ul: Seip =< [ul
Fall p = e: A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)
Fall p= [¢q mit ¢ < u:
Ap) =

Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S] | SIS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = wu balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e ple — p=ec — Alp) = B(p)
[ul: Sei p =< [ul
Fall p = e: A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)

Fallp = [¢ mit ¢ < u:
>+123<q>+1>3(q>=Q
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Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von wu. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e pxe = p=c = A(p) = B(p)
[ul: Seip =< [ul
Fall p=e: A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1= B(u) + 1 = B(p)
Fall p = [¢g mit ¢ < w:
A(p) = Alg) +1 = Blg) +1 >

A /9[7/ > /7/7/

Satz 4.16
Die Grammatik S — ¢ | [S]1 | SS erzeugt genau die Menge der
balancierten Worter.

Beweis:
u € Lg(S) = w balanciert:

Mit Ind. iiber die Erzeugung von u. (1) bewiesen, wir zeigen (2).

e pxe = p=c = A(p) = B(p)

[ul: Sei p =< [u]
Fall p=e: A(p) = B(p)
Fall p= [ul: A(p) = A(u) +1 = B(u) + 1 = B(p)
Fall p = [¢ mit ¢ <X u:
A(p) = A(q) +1 = B(q) + 1 > B(q) = B(p)

uv: Sei p = uv.

~Fall p = u A(p) = B(p) mit IA fir u

Fall p = uq und ¢ <X v:
Ap) = Au) + Alq n B(u) + A(q) = B(u) + B(q) = B(uq)

——

() W

-—
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Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion dber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
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Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion iber 7 := |u].

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion dber n := |u|.(dh v = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).

Zz: u € Lg(S).
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Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion iber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.5).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sei n > 0.

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion dber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg/(.5).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(95).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):

h(e), h(a1), h(araz),..., h(ar...a,) (alle > 0!).

Insb. gilt a1 = [ und a, =1.
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Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion iber n := |u|.(dh v =a; ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).

Zz: u € Lg(S5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

h(e), h(a1), h(arag),..., h(ay...a,) (alle > 0!).

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion dber n := |u|.(dh v = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sein > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):

R(e), h(a1), h(araz),..., h(ai...a,) (alle > 0!).
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Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion iber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.5).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):

h(e), h(a1), h(aias),..., h(ay...a,) (alle > 0!).

Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:

AL 9T T Y L oA

CCCIC)))

Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion dber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg/(.5).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(95).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):

h(e), h(a1), h(araz),..., h(ar...a,) (alle > 0!).

Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen i(e) und A(a; ... ay).

Dann ist v := a2 ... a,—1 balanciert:
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Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion iber n := |u|.(dh v =a; ... ay)

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9). f [\
~; L_\ )

Zz: u € Lg(S5).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(a1), h(arag),..., h(ay...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt ay = [ und a,, = J1. Wir betrachten zwei Fille:

o Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(a; ... ay).

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion dber n := |u|.(dh v = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).
Zz: u € Lg(S).
Falls n =0, so u =€ € Lg(9).
Sein > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
R(e), h(a1), h(araz),..., h(ai...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt @1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Falle:
o Es gibt nur die Nullstellen h(€¢) und h(aj ...ay,).
Dann ist v := a2 ...an—1 balanciert:
(1) A(v) =
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Beweis (Forts.)

u balanciert = u € Lg(5):

Mit vollstandiger Induktion iber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)

IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.5).

Zz: u € Lg(S).

Falls n =0, so u =€ € Lg(9).

Sei n > 0.

Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):

h(e), h(a1), h(aias),..., h(ay...a,) (alle > 0!).

Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen i(e) und A(a; ...ay).

Dann ist v := a2 ... a,_1 balanciert:

(1) A(v) = A([v]) — 1 =

\\_l\.—_____—_—

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion dber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg/(.5).
Zz: u € Lg(S).
Falls n =0, so u =€ € Lg(95).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):
h(e), h(a1), h(araz),..., h(ar...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen i(e) und A(a; ... ay).
Dann ist v := a9 ... a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]l) — 1= B([vl) — 1 = B(v)
(2) p = o: b(Ip) = A([p) — B(Ip) > 0 =
Alp) = A(lp) = 1> B(lp) -1

Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion iber n := |u|.(dh v =a; ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).
Zz: u € Lg(S5).
Falls n =0, so u =€ € Lg(9).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
h(e), h(a1), h(arag),..., h(ay...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt ay = [ und a,, = J1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen h(e) und h(a; ... ay).
Dann ist v := a2 ...an—1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) — 1= B([vl) = 1 = B(v)
(2) p = v: h(Ip) = A(lp) — B(lp) >0 =
Alp) = A(lp) -1
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Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion dber n := |u|.(dh v = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.9).
Zz: u € Lg(S).
Falls n =0, so u =€ € Lg(9).
Sein > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) := A(w) — B(w):
R(e), h(a1), h(araz),..., h(ai...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen h(€¢) und h(aj ...ay,).
Dann ist v := a2 ...an—1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]) — 1= B([vl) = 1 = B(v)
(2) p 2 v h(lp) = A(lp) — B(lp) >0 =

A(p) = B(p)
= v € Lg(9) (nach 1A)
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Alp) = A(lp) =1>B(lp) —1=Bp) -1 =
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Beweis (Forts.)
u balanciert = u € Lg(5):
Mit vollstandiger Induktion iber n := |ul.(dh u = a1 ... ay)
IA: Jedes balancierte Wort < n liegt in Lg(.5).
Zz: u € Lg(S).
Falls n =0, so u =€ € Lg(9).
Sei n > 0.
Betrachte Werteverlauf von h(w) = A(w) — B(w):
h(e), h(a1), h(aias),..., h(ay...a,) (alle > 0!).
Insb. gilt a1 = [ und a, = 1. Wir betrachten zwei Fille:
o Es gibt nur die Nullstellen i(e) und A(a; ...ay).
Dann ist v := a2 ... a,_1 balanciert:
(1) A(v) = A([v]l) — 1= B([vl) — 1 = B(v)
(2) p = vz h(Ip) = A(Lp) — B(lp) > 0 =

A(p) =A(lp) —1>B(lp) -1=B(p) -1 =

A(p) = B(p)

= v € Lg(Y) (nach IA) = u = [v] € Lg(95)
\

Beweis (Forts.):

e Es gibt noch eine Nullstelle h(a; . ..ag).
Sei uy :==ay...ax, Ug = Agi1...ap
e Y

——
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Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ... ay).

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay .. .ay).

Sei uy :==ay...ak, Ug == Ak11...0p
Dann sind u; und us balanciert:
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Beweis (Forts.):

e Es gibt noch eine Nullstelle h(a; . ..ag).
Sei uy :=ay...ax, Uz = Ag11 ... Qp
Dann sind u; und us balanciert:

(1) A(ur) = B(up) da h(u1) = 0;
Aluz) =

Beweis (Forts.):

e Es gibt noch eine Nullstelle h(a; . ..ag).
Sei uy :==ay...ax, Ug = Agi1...ap
Dann sind u; und us balanciert:
(1) A(ur) = B(u1) da h(u1) = 0;
A(uz) = A(u) — A(ur) = B(u) — B(u1) = B(uz)

151
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Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay ... ay).
Sei uy :=aj...ak, Uz :=ag11...0p
Dann sind u; und us balanciert:
(1) A(w1) = B(up) da h(uy) = 0;
A(ug) = A(u) — A(ur) = B(u) — B(uy) =

Beweis (Forts.):

@ Es gibt noch eine Nullstelle h(ay .. .ay).
Sei uy :==ay...ak, Ug == Ak11...0p
Dann sind u; und us balanciert:
(1) A(w1) = B(up) da h(uy) = 0;
Alug) = A(u) — A(ur) = B(u) — B(u1) = B(uz)
@ p=uw = p=2u = Ap) 2 B(p)
p 2ug: A(p) = A(urp) — A(ur) = B(uip) — B(ur) = B(p)
= uj,u2 € Lg(S) (nach IA, da |u;| < n)

= u=uuz € Lg(9) f"‘ff
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Moral:
o ,we€ Lg(S) = P(w)" beweist man immer schematisch
mit Induktion Uber die Erzeugung von w.

e ,P(w) = w € Lg(S5)" beweist man oft mit Induktion iiber
w|. Erfordert meist Kreativitat.

Wir iibertragen die Idee der induktiven Erzeugung auf beliebige
CFGs G = (V,X,P,S). Sei V ={Ay,..., Ax}. Damit ist jede
Produktion von der Form

V(_/y U(b-

Ai — ’UJ()AilU,'l .. .’w”,lA

in

W
Man kann G als eine (simultane) induktive Definition von

Sprachen L¢g(A;) fiir all A; € V sehen. Jede Produktion
korrespondiert zu einer Erzeugungsregel

Uy € L(_:(Ail)/'\- AUy, € L(_:(Ain

Lo —_— e ——

) = wouiwi ... upwy € Lg(A;)
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Wir iibertragen die Idee der induktiven Erzeugung auf beliebige
CFGs G = (V,X,P,S). Sei V.= {A41,...,Ax}. Damit ist jede
Produktion von der Form

Ai = woAijwi ... wp—1A

W,

in

Wir iibertragen die Idee der induktiven Erzeugung auf beliebige
CFGs G = (V,X,P,S). Sei V. ={A44,..., A }. Damit ist jede
Produktion von der Form

! ¢
( @% woAi, Wi ... wp_1A4;, Wy

Man kann G als eine (simultane) induktive Definition von
Sprachen L¢g(A;) fiir all A; € V sehen. Jede Produktion
korrespondiert zu einer Erzeugungsregel

up € La(Aj )N~ -Nuy, € La(4;,) = woujwsi . .. upwy € Lg(A;)

iﬂ
Aussagen der Form

A (u € Lg(Ar) = Pr(u))

/} (u € Lo(A) — Pi(u)) A---
~_'\—'—\_/4

werden durch simultane Induktion iiber die Erzeugung von
bewiesen, indem man fiir jede Produktion zeigt:

P (u) A APy (uy) = Pi(wouiwy ... wp_1unwy,)
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153



Beispiel 4.17

Grammatik:
A—e€|aB B — Aa

Beispiel 4.17
Grammatik:
A—=celaB B — Aa

Induktive Definition:

e cc L(A)

e weL(B) = awe€ L(A)

o we L(A) = wa € L(B)
Beim induktiven Beweis von

(w e Lg(A) = #4(w) ist gerade) A
(w e Lg(B) = #,4(w) ist ungerade)

muss man zeigen

o #,(€) ist gerade

154

154

Beispiel 4.17
Grammatik:

Induktive Definition:

A—elaB
—— —

B — Aa

154



