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@ Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R. In > 0.

86

3.9 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Satz 3.30 (Pumping Lemma fiir regulare Sprachen)

Sei R C * reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
z € R mit |z| > n so in z = uvw zerlegen lsst, dass

e v #e,
o |uv| <n, und

o Vi> 0. uww'w € R.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:
Satz 3.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulir.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31
Die Sprache {a'b" | i € N} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Waihle z = a™b™ € L.

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31

Die Sprache {a'b" | i € N} ist nicht regular.
—

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wihle z = a™b" € L.

Dann ist z zerlegbar in uyw mit

u,v € {a}* (weil |[uv| < n)und v #e.
Damit miisste gelten " 1!lp" = yw € L. 4
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wihle z :_gfb” € L.

Dann ist z zerlegbar in uvw mit

u,v € {a}* (weil |[uv] < n)und v # e
D —_—

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31
Die Sprache {a'b' | i € N} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wihle z = a™b" € L.

Dann ist z zerlegbar in uvw mit

u,v € {a}* (weil |uv] < n) und v # e
Damit miisste gelten a"~1*Ip" = ww € L. %

“Endliche Automaten kdnnen nicht unbegrenzt zdhlen”
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.31
Die Sprache {a'b" | i € N} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.
Wihle z = a™b" € L.

Dann ist z zerlegbar in wvw mit

u,v € {a}* (weil |[uv| < n)und v #e.
Damit miisste gelten " 1!lo" = ww € L. 4

“Endliche Automaten kdnnen nicht unbegrenzt zahlen”

Ist die Sprache {a™b" | n < 10°} regular?

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:
Satz 3.32
L ={0™" | m >0} ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.32
L={0™ | m >0} ist nicht regulir.

Beispiel fir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.32
L={0" | m >0} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle z = 0"° € L. Dann ist z zerlegbar in uvw mit

—_—

1< || <|uww| <n
——

und@ﬁ]r allel € N.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.32
L ={0™ | m >0} ist nicht regular.
Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.
Sei n eine Pumping-Lemma-Zabhl fiir L.
Wihle z = 07" € L. Dann ist 2 zerlegbar in uvw mit

1< < |uw| <n

und wvtw € L fiir alle I € N.D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
e —— e

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.32
L ={0™" | m >0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zabhl fiir L.

Wihle z = 07° € L. Dann ist 2 zerlegbar in wvw mit

1< <|uw| <n
—_—

und wvlw € L fiir alle I € N.D.h/ insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch:

n? = |z| = |uvvw| < [uv*w|
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:
Satz 3.32
L={0™ | m >0} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle z = 0"° € L. Dann ist z zerlegbar in uvw mit

L< || <|uww| <n

und wvlw € L fiir alle I € N.D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch:

n® = |z| = luvw|

Beispiel fir die Anwendung des Pumping Lemmas:
Satz 3.32
L={0" | m >0} ist nicht regulir.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zahl fiir L.

Wihle z = 0"° € L. Dann ist z zerlegbar in uvw mit

1< || <|uww| <n

und wvlw € L fiir alle I € N.D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch:

n? = |z| = luvw| < [w?w| < n®4+n<n®+2n+1
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:
Satz 3.32
L ={0™ | m >0} ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, L sei doch regular.

Sei n eine Pumping-Lemma-Zabhl fiir L.

Wihle z = 07" € L. Dann ist 2 zerlegbar in uvw mit

1< < |uw| <n

und wvtw € L fiir alle I € N.D.h. insb. |uv?w| ist Quadratzahl.
Dies fiihrt zu einem Widerspruch:

n? = |z| = |uvw| @|L‘/U2”UJ| <n®+ n@hQ +2n+1=(n+1)?

Denn zwischen n? und (n + 1)? liegt keine Quadratzahl. O

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.33
Die Sprache der balancierten Klammer-Ausdriicke tiber {(,)}
ist nicht regular.

Beweis:
Aufgabe. U

Satz 3.34

Die Sprache Arith der arithmetischen Ausdriicken ist nicht regular.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.33
Die Sprache der balancierten Klammer-Ausdriicke iber {(,)}
ist nicht regular.

Beweis:
Aufgabe. U

Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.33
Die Sprache der balancierten Klammer-Ausdriicke iber {(,)}
ist nicht regular.

Beweis:
Aufgabe. U

Satz 3.34

Die Sprache Arith der arithmetischen Ausdriicken ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, Arith sei doch regular.
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 3.33
Die Sprache der balancierten Klammer-Ausdriicke tiber {(,)}
ist nicht regular.

Beweis:
Aufgabe. U

Satz 3.34

Die Sprache Arith der arithmetischen Ausdriicken ist nicht regular.

Beweis:

Angenommen, Arith sei doch regulir.

Dann gibt es einen DFA A mit L(A) = Arith.

Ersetze alle Transitionen von A, die nicht mit ( oder ) beschriftet
sind durch e-Transitionen.

Der resultierende ¢-NFA erkennt die Sprache der balancierten
Klammer-Ausdriicke. Widerspruch zu Satz 3.33. [

Bemerkung
Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

= Pumping-Lemma hinreichend aber nicht notwendig um
Nicht-Regularitdt zu zeigen.
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Bemerkung

Es gibt nicht-regulare Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt!

3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
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3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

Ein (Entscheidungs)Problem ist entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe in endlicher Zeit die
richtige Antwort gibt.

In der zweiten Halfte der Vorlesung wird gezeigt, dass nicht alle
Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken enstcheidbar sind!
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3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

Ein (Entscheidungs)Problem ist entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe in endlicher Zeit die
richtige Antwort gibt.

3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

Ein (Entscheidungs)Problem ist entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe in endlicher Zeit die
richtige Antwort gibt.

In der zweiten Halfte der Vorlesung wird gezeigt, dass nicht alle
Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken enstcheidbar sind!

Welche Entscheidungsprobleme sind fiir rechtslineare Grammatiken
(oder DFA; NFA; RE ...) entscheidbar?
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3.10 Entscheidungsverfahren

Wir untersuchen Entscheidungsprobleme fiir regulare Sprachen,
d.h. Probleme der Gestalt

Eingabe: Ein oder mehrere Objekte, die reguldre Sprachen
beschreiben (DFA, NFA, RE, Typ 3 Gram., ...)
Frage: Haben diese Objekte eine Eigenschaft X7

Ein (Entscheidungs)Problem ist entscheidbar wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei jeder Eingabe in endlicher Zeit die
richtige Antwort gibt.

In der zweiten Halfte der Vorlesung wird gezeigt, dass nicht alle
Entscheidungsprobleme fiir Grammatiken enstcheidbar sind!

Welche Entscheidungsprobleme sind fiir rechtslineare Grammatiken
(oder DFA; NFA; RE ...) entscheidbar?

Wie hangt die Laufzeit des Algorithmus mit der Beschreibung
zusammen?

Lemma 3.36
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und DFA M in Zeit
O(|w| + |M]) entscheidbar.
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Definition 3.35
Sei D ein DFA, NFA, RE, rechtslineare Grammatik . ...

Wortproblem: Gegeben w und D, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem: Gegeben D, gilt L(D) = (7

Lemma 3.36
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und DFA M in Zeit
O(|w| + |M]) entscheidbar.

Lemma 3.37
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und NFA N in Zeit
O(|Q|?*|w| 4 | N|) entscheidbar.
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Lemma 3.36
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und DFA M in Zeit
O(|w| + |M]|) entscheidbar.

Lemma 3.37
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und NFA N in Zeit
O(|Q|?|w| + |N|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @ ={1,...,s},go=1und w=ay...an.

Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q|[X]) bzw O(IQI*[X])).
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Lemma 3.36
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und DFA M in Zeit

O(|w| + |M]) entscheidbar.

Lemma 3.37
Das Wortproblem ist fiir ein Wort w und NFA N in Zeit
O(w| + |N|) entscheidbar.

Beweis:
Sei @={1,...,s},go=1und w=ay...a,.

S:={1}
for )=1to ndo §:= esP U &)

return (SN F # () 7

ra

Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q[3]) bzw O(|QI?[X])).

Beweis:
L(M) = () gdw kein Endzustand von ¢g erreichbar ist.
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Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q[[X]) bzw O(IQI*[X])).

pr———

Beweis:

L(M) = 0 gdw kein Endzustand von gg erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q|[X]) bzw O(IQI*[X])).

- —

Beweis:

L(M) = () gdw kein Endzustand von gg erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Ein NFA hat < |Q|?|Z| Kanten, ein DFA hat < |Q||X| Kanten.

Ist 3 fix, z.B. ASCII, so wird daraus O(|Q|*) bzw O(]Q)).

96

O

96

Lemma 3.38
Das Leerheitsproblem ist fiir DFAs und NFAs entscheidbar
(in Zeit O(|Q[%]) bzw O(|QI?[X))).

Beweis:

L(M) =0 gdw kein Endzustand von gg erreichbar ist.

Dies ist eine einfache Suche in einem Graphen, die jede Kante
maximal ein Mal benutzen muss.

Ein NFA hat < |Q|?|%| Kanten, ein DFA hat </Q||X} Kanten.

Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

96

97



Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

Finite(Q,%,0,q0, F) = R := Reach({qo})
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Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von qq aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

Finite(Q, %, 0, qp, F) =

Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von qq aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

Finite(Q,X,0,q0,F) = R := Reach({qp})
C:={pe€R|pec Reach(U,cs5, 6(p,a))}

(U
2

Yol )
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Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

/-4 Finite(Q,%,0,q0, F) = R := Reach({q})
C:={p€ R|p € Reach({,ex d(p,a))}

return (WReach(C) NF=10)

Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.
R := Reach({qo})

C:={p€ R|p e Reach({J ey, 6(p, a))}
return (Reach(C)NF = ()

Finite(Q, %, 6,q0, F) =

R=0W:=K

Reach(K) =
while W # () do
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Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von qq aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.
R := Reach({qo})

C:={peR|pec Reach(U,cs5, 6(p,a))}
return (Reach(C)NF = ()

Reach(K) = (R :=0;

Finite(Q, %, 0, qp, F) =

Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von qq aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.
R := Reach({qo})

C:={pe€R|pec Reach(U,cs5, 6(p,a))}
return (Reach(C) N F = ()

Finite(Q, %, 8, qp, F) =

R=0,W:.=K

while W # () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then

Reach(K) =
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Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von qo aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.

F)= R Reach({qo})

Finite(Q, X%, 6, qo,
={peR|pe Reach(Uaeg d(p,a))}

return (Reach(C)NF = () ,
Q
3
Reach(K)= R:=0;W:=K f <
while W # () do 4
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:= RU{p}; W := WULU—GEYJ@/
Lemma 3.40

Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.
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Lemma 3.39
Das Endlichkeitsproblem ist fiir DFAs oder NFAs entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| =00 gdw von qq aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus F' erreichbar ist.
Finite(Q,X,0,q0,F) = R := Reach({qp})

return (Reach(C)NF = ()

C:={p € R|p € Reach(Uyes 6(p,a))}

O

Reach(K)= R:=0,W:=K
while W # () do
pick and remove some p € W
if p ¢ R then
R:=RU{p}; W:=WUJ,e50(p, a)
return R
Lemma 3.40

Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:
Folgt direkt aus
L1CL2 = LlﬂL—QZ(D
L1 Lo & L1 CIoNLyC Iy
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Lemma 3.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:
Folgt direkt aus

L1CLy & LN L—2 =0
I1=Ly & L1 CLoANLyC Iy
da fiir DFAs Komplement und Durchschnitt wieder endliche

Automaten liefern und das Leerheitsproblem fiir endliche
Automaten entscheidbar ist.

98
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L(Gean)") € L (an)¥)

Satz 3.41

Das Aquivalenzproblerm fiir DFAs ist in Zeit OQ1||Q2|2])
entscheidbar. ~— O+ ——> . — )

Beweisl(2 \V C?? (/ﬂv , 73)

Gegeben: DFAs 17 it m und A3 mit wZUstanden.
7 A

%ﬁ

Korollar 3.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(21911+1Qzl)
entscheidbar (bei fixem X).

Beweis:

2 NFAs mit m und n Zustanden ~

99
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Satz 3.41
Das Aquivalenzproblem fﬁr@ist in Zeit O(|Q1]|Q2||X])

entscheidbar.
\———

Beweis:
Gegeben: DFAs M7 mit m und My mit n Zustianden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

’ Anzahl der Zustande

Korollar 3.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2/@11+1Qz1)
entscheidbar (bei fixem ¥).

Beweis:

2 NFAs mit m und n Zustinden -~
2 DFAs mit 2™ und 2™ Zustinden ~
Aquivalenztest in Zeit O(2™2")

Korollar 3.43
Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Ausdriicke ist entscheidbar.
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Fazit:

Die Kodierung der Eingabe (DFA, NFA, RE, ...) kann
entscheidend fiir die Komplexitat eines Problems sein.

17" = 79"

L
3.11 Aptomaten und Gleichungss steme
Nicht mehr Beweisen—v@mAq.u&a_lﬁ@n

Gilt * = X*X fur alle X7?
, 7
) -Q 7 >@

101
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7" = 99"

L
Korollar 3.42 . 4
Das Aquivalenzproblerw fiir NFAs Zeit O(2|Q11+1@2])
entscheidbar (bei fixem X).
Beweis: 4 /
2 NFA§ mit myund g, Zustanden  ~

2T)‘I9As'rﬁit‘2m'TIﬁ " Zustinden ~
Aquivalenztest in Zeit O(2™2")

Korollar 3.43
Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Ausdriicke ist entscheidbar.

3.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:

Fir welches X gilt X =aX | b7
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3.11 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:
Fir welches X gilt X =aX |0 7?
Anwendung:

Automat ~+ Gleichungssystem ~» RE

Beispiel 3.44
Ein Automatenfragment:

Li = {w | §(g;,w) € F}

102
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Beispiel 3.44

Ein Automatenfragment:
N

-
O
ac
(43)

Beispiel 3.44
Ein Automatenfragment:

@
@-@
@)

Li = {w | d(g;,w) € F}
E
Ll = {a}L1 @] {b}LQ @] {C}L3
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Beispiel 3.44
Ein Automatenfragment:

b A2 A
L; = A{w|d(q,w) € F}

=0 —
C

Ll = {G}Ll U {b}LQ U {C}L3
@)

Da die L; reguldr sein miissen, arbeiten wir direkt mit REs:

X1 = CLX1 | bXQ | CX3

Satz 3.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Sprachen mit e ¢ A, so gilt

X=AXUB =— X=A*B

Korollar 3.46
Sind o, B und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt

X =aX 2? = X=aop
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Beispiel 3.44
Ein Automatenfragment:

»o :
Li:={w] (¢, w) € F}

=0 -
c

L]_ = {a}L]_ U {b}LQ U {C}L3
@)

Da die L; regular sein miissen, arbeiten wir direkt mit REs:
X1 = CLX1 | bXQ | CX3

Losung X; ist RE fiir die von g; aus akzeptierte Sprache.

Satz 3.45 (Ardens Lemma)

Sind A, B und X Sprachen miso gilt

X=AXUB — X=A'B

Korollar 3.46
Sind o,  und X reguldre Ausdriicke mit e ¢ L(«v), so gilt
X=aX|p = X=ap

Bemerkungen
o X = {e}X U B hat keine eindeutige Losung:
e
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Satz 3.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Sprachen mit € ¢ A, so gilt

X=AXUB =— X=A*B

IS

Korollar 3.46
Sind «, B und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt

X=aX | = X=aop
Bemerkungen

e X = {e}X U B hat keine eindeutige Lésung:
jede Sprache X DO B ist Losung.

104

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldaren Ausdruck:

Beispiel 3.47

<X
N

105

Satz 3.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Sprachen mit € ¢ A, so gilt

X=AXUB =— X=A"B

Korollar 3.46
Sind o, f und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«v), so gilt

X=aX|p = X=ap

Bemerkungen

o X = {e} X U B hat keine eindeutige Ldsung:
jede Sprache X O B ist Losung.

@ X = aXb | e hat keine regulare Lsung.

S
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UE((vy]anaflung?ei%&DFAs ilé él)n(eih aquivalenten reguldren Ausdruck:
Beispiel 3.47

V. o= e X | 45X
§X | axX,

<
|_/
rf

105

UB((V%anglunngin)é&_DFAs i!é e%(& dquivalenten reguldren Ausdruck:
I%giipielgAZ XL } a )(7

a
i < axd

105



UE((vy]anaflung?ei%&DFAs ilé él)n(eih aquivalenten reguldren Ausdruck:
%ei\SI_PieL;)AZ XL ) a )(4

a
X

1

g
A

Aquivalentes Gleich ungssystem:

X, ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X1 = aXz | bX3

XQ = aX1 | bXQ | €
Losen des Gleichungssystems:

X1 = aXz | ng

X2 aX1 | bXQ | €

X3 = le | ClXQ | €

105
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Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten regularen Ausdruck:

Beispiel 3.47

Aquivalentes Gleichungssystem:

X ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X1 = aXQ | bX3
Xo = aXi|bXsy €
X3 = le | a,X2 | €
Losen des Gleichungssystems:
X1 = aXo|bX3 J/) - 5@){ /ﬁ
Xo = aXi [P e
19 Tng = bX;|aXs|e€

(\h
Lése Xo = bX5 | (aX; | €) nach X5 auf:

XQE é'(

105
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Losen des Gleichungssystems:

X1 = aX2 | bX5
X2 (IXl | bX2 | €
X3 = le | (IXQ | €

Lése Xo =bX2 | (aX1 | €) nach X3 auf:

X2 = b*(aXl | E)

Losen des Gleichungssystems:

X1 = aX2 | bX5
X2 (IXl | bX2 | €
X3 le | (IXQ | €

Lése Xo =bX2 | (aX1 | €) nach X3 auf:
X2 = b*(aXl | E)
Zuriick einsetzen:

X1 a(b*(aX1 [ €)) | X3

Xz = bXy|a(b™(aXy|€))|e

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

Xlz

106

106

Losen des Gleichungssystems:

X1 = CLX2 | bX5
X2 CLX1 | bX2 | €
Xy = bX,| c@ e

Lése Xo =0Xy | (aX; | €) nach X5 auf:

X2 = b*(aXl | 6)

S
Zuriick einsetzen:
Losen des Gleichungssystems:
X1 = CLX2 | bX5
X2 = CLX1|bX2|E

X3 = bX1|aXy €
Lése Xo =0Xy | (aX1 | €) nach X5 auf:
Xo =b"(aX1 | €
Zuriick einsetzen:

X1 = (I(b*(CLXl | E)) | bX5
X3 bXy | a(b™(aXy |€)) | e —

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

([ X1 = ab*aXl

104

104



Losen des Gleichungssystems:

X1 = aX2 | bX5
X2 (IXl | bX2 | €
X3 = le | (IXQ | €

Lése Xo =bX2 | (aX1 | €) nach X3 auf:
X2 = b*(aXl | E)
Zuriick einsetzen:

X1 = a(b*(aXl | E)) | bXd
X3 = bXy|a(b'(aXi]e€))]e

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

X1 ab*aXl | CLb* | bX3
X3 = (b|ab*a)Xi|ab™ | €

X1 ab*aXl | bX3 | ab*
Xs = (blab’a)X; | ab™ | €

X3 ist gelost, in 1. Gleichung einsetzen:

X1 =ab’aX; | b((b]ab a)X; | ab® | €) | ab”

106
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X1 = ab*aXl |bX3 | ab*
Xs = (b|aba)Xy|ab®|€

X1 = ab*aXl |bX3 | ab*
Xs = (b|aba)Xy|ab®|€

X3 ist gelost, in 1. Gleichung einsetzen:

X1 =abaX; | b((b]ab a)X; | ab® | €) | ab®

Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

XlE

/
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X1 = ab*aXl | bX3 | (lb*
X3 = (blab*a)X;y | ab® | €

X3 ist gelost, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =ab’aX; | b((b]ab a)Xy | ab® | €) | ab®
Ausmultiplizieren und X; ausklammern:

X1 = (ab™a | bb | bab*a) Xy | bab™ | b | ab”

“4 7

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

107
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X1 = ab*aXl |bX3 | ab*
Xs = (b|aba)Xy|ab®|€
X3 ist gelost, in 1. Gleichung einsetzen:
X1 =abaX; | b((b]ab a)X; | ab® | €) | ab®
Ausmultiplizieren und X3 ausklammern:
X1 = (ab®a | bb | bab™a) X | bab™ | b | ab”
'f/ g/ﬁ/_/

Nach X auflésen:

X

_
Il
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Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten regularen Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustdnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=anXy |- | amXn | b;

aij = ¢ || falls {cy,...,c} ={ceX|qg > g}

wobei a;; :aIIs g — g fiir kein c€ X

108



Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

e Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

XiEanXi |- |anXy

a;j = c1 |-k falls{cl,...,ck}:{cez|q¢$qj}

wobei a;; := 0 falls ¢; 5 g;fiir kein c € ¥

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=apnXy |- | amXn | b

.,Ck}:{C€E|q7;4C)q]’}
wobei a;; := 0 falls ¢; N g;fiir kein c € ¥

ajj = c || e falls {cq,..

e fallsg e F
0 sonst

@ Lose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 3.46).

@ Ist k£ der Startzustand, so beschreib ie vom Automaten

akzeptierte Sprache.

108
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Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

e Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=anXy |- | ainXy | b;
aij = ¢ || falls {c,...,c1} ={ceX|q > g}

wobei a;; := 0 falls g; 5 g;fiir kein c€ X

e fallsgq e F
@ sonst

@ Lose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 3.46).
— e e

B([ = M}//f /ﬁ

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.
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Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = B.

X = A(AXUB)UB

——

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB
= A*(AXUB)UABUB

109
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Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AXUB.

X A(AXUB)UB=A*XUABUB

= A*(AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB = ...

1049
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Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

A*>(AXUB)UABUB = ASX UA’BUABUB = ...

H____—_\_
Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

v ATE
X An+1X U ALB

<n

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

= A(AXUB)UABUB=A’XUA’BUABUB = ...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:
hir )
X=Aa"xu| 4B

<n+¢ 7

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
n+1: X = A"t1X Uy Uz‘gn A'B

109

109

Beweis von Ardens Lemma:

Wir nehmen an X = AX U B.
~rnehmenan A = A2 Y5

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

A2 (AXUB)UABUB = AX UA2BUABUB = ..

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X:NMXUUNB

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

= A*(AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB = ..

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X=A"xulJAB

<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
ntl X = AELU,., AB

A (AXUB)U,., ATB

1<n

|
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Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB
A*>(AXUB)UABUB = ASX UA’BUABUB = ...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X =A"TIx U U A'B

<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
n+1: X = AtlxXy Uz‘gn A'B
= A AXUB)UU, AT'B
42\”_).( uA™tiBuU Uign A'B
=

109

X = A" X U e, AB (+)

[

110

Beweis von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

A2 (AXUB)UABUB = A’X UA’BUABUB = ...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

\/ X =A"TlXx U U A'B

i<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.
n+l: X = A"IXU Uz‘gn A'B
= A"YAXUB)UUc, AM'B
= ﬂ*\?X yA"'BUU,, A'B
A'B

X =ArtlXu Ui<n A'B (%)
Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|JA'B
1€EN
— dn.weA"B
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X:NMXJQQNB)

Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|]JAB
€N
— dn.we A"B

— weX

X =A""Ixu Ui<n A'B
Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|JAB

i€EN
— dn.we A"B

— weX
X CA*B: Seiwe€ X und n = |w|.

e¢ A

()

110

110

! X i VED¢ B Ui<n A'B (%)
Wir zeigen nun X = :

Ang;wemB:UA%
ieEN
— In.wc A"B

— weX

110

;Xiéég&uUKnt (+)
Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|JA'B
€N
— dn.weA"B

= welX
X CA*B:  Seiw e X und n = |w|.

e¢d A
= Yuec A" |u|>n+1

= w¢ A"TX
f‘—
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X =A""X U Ui<n A'B ()
Wir zeigen nun X = A*B.
A'BCX: weA'B=|]JAB
€N
— dn.we A"B

— weX

X C A*B: Sei w € X und n := |w|.

ed A
= Yuec A" |u|>n+1
— wg ATHY

= w U A'B (wegen (x))
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3.12 Minimierung endlicher Automaten
Wir zeigen, dass jede regulare Sprache einen einzigen minimalen
DFA hat und geben Algorithmen an, die diesen DFA konstruieren.
© Beispiele
@ Algorithmen

© Minimalitatsbeweis
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