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Ubungskonzept

e Erfahrung aus letzten Jahren:

e Sehr unterschiedliche Wissenstande unter den Studierenden
e Zu wenig Zeit, um Aufgaben ausreichend zu bearbeiten

Inhalt und Gliederung der Vorlesung

e Endliche Automaten und reguldre Ausdriicke
e Grundlagen der Textanalyse, der lexikalischen Analyse von
Programmiersprachen, der Spezifikation und Analyse von
Kommunikationsprotokollen, ...
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1956 Grammatiken: Chomsky
1971 Komplexitatstheorie: Cook
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Vorkenntnisse und weiterfithrende Vorlesungen

@ Vorkenntnisse:

o Einfiihrung in die Informatik 1

e Diskrete Strukturen
e Weiterfiihrende Vorlesungen:
Automata und Formal Languages
Complexity Theory
Logic
Model Checking
Quantitative Verification
Compiler Construction

1. Historischer Hintergrund

@ Erste hohere Programmiersprachen:
Fortran (1954), Lisp (1959), COBOL (1959)
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1. Historischer Hintergrund

@ Erste hohere Programmiersprachen:
Fortran (1954), Lisp (1959), COBOL (1959)

@ Die Geburt formaler Grammatiken:
[4 Noam Chomsky.

Three Models for the Description of Language.
Transactions on Information Theory, 113-124, 1956.

@ Seitdem wird die Syntax von Programmiersprachen durch
formale Grammatiken beschrieben.

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von Sadtzen:

Satz — Nominalphrase Verbalphrase
Verbalphrase — Verb Nominalphrase
Nominalphrase — Artikel Nomen
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Noam Chomsky (1928) ist Professor fiir
Linguistik am MIT und ein bedeutender
Sprachwissenschaftler.

Neben seiner linguistischen Arbeit gilt
Chomsky als einer der bedeutendsten
Intellektuellen Nordamerikas und ist als
scharfer Kritiker der US-amerikanischen
AuBenpolitik bekannt.

[Quelle: Wikipedia]

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von Satzen:

Satz — Nominalphrase Verbalphrase
Verbalphrase — Verb Nominalphrase
Nominalphrase — Artikel Nomen

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von mathematischen
Ausdriicken:

Expression — Identifier

Expression — Expression + Expression
Expression — Expression * Expression
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@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von Satzen:

Satz — Nominalphrase Verbalphrase
Verbalphrase — Verb Nominalphrase
Nominalphrase — Artikel Nomen

@ Beispiele von Regeln fiir den Bau von mathematischen

Ausdriicken: -
JA =V«
Expression — Identifier

Expression — Expression + Expression
Expression — Expression * Expression

2te )/ yé%

e Das Wortproblem: Kann eine gegebene Zeichenkette (“Wort")
von den Regeln einer Grammatik erzeugt werden, d.h. ist es
eine legale Zeichenkette bzgl. der Grammatik?

@ Recognizer: Programm, welches das Wortproblem fiir eine
gegebene Grammatik [6st.

Recognizer — Lexer/Parser — Compiler

e Hauptfragen:
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e Das Wortproblem: Kann eine gegebene Zeichenkette (“Wort")
von den Regeln einer Grammatik erzeugt werden, d.h. ist es
eine legale Zeichenkette bzgl. der Grammatik?

@ Recognizer: Programm, welches das Wortproblem fiir eine
gegebene Grammatik 6st.

Recognizer — Lexer/Parser — Compiler

o Hauptfragen:

e Fir welche Grammatiken gibt es effiziente Recognizer?
o Gegeben eine Grammatik, wie kann ein Recognizer
automatisch konstruiert werden?

2. Grundbegriffe

Definition 2.1

@ Ein Alphabet X ist eine endliche Menge. / l C
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode. /Q / y

21

22

2. Grundbegriffe

Definition 2.1
o Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.

22

2. Grundbegriffe

Definition 2.1

o Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus ¥, zB 010.

22



2. Grundbegriffe

Definition 2.1
@ Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String iliber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus X3, zB 010.

o |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

2. Grundbegriffe

Definition 2.1
@ Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0,1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String iiber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus X3, zB 010.

e |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

o Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit ¢
bezeichnet.

@ Sind w und v Woérter, so ist uwv ihre Konkatenation.

e ls in Wort,-so-is L definiert durch

22

22

2. Grundbegriffe

Definition 2.1
o Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus X, zB 010.

@ |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

@ Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit ¢
bezeichnet.

e Sind u und v Worter, so ist(uv\ihre Konkatenation.

2. Grundbegriffe

Definition 2.1
o Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0,1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus ¥, zB 010.

e |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

@ Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit ¢
bezeichnet.

@ Sind u und v Worter, so ist uv ihre Konkatenation.

@ Ist w ein Wort, so ist w" definiert durch
w® = € und W™t = ww". Bsp: (ab)? = ababab.

22

22



2. Grundbegriffe

Definition 2.1

Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0,1}, ASCII, Unicode.

Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus X3, zB 010.

|w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit €
bezeichnet.

Sind w und v Worter, so ist uv ihre Konkatenation.
Ist w ein Wort, so ist w” definiert durch

w® = € und w"t = ww™. Bsp: (ab)® = ababab.
> ist die Menge aller Worter iiber 3.

Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)

Die Menge aller Worter im Duden (24. Aufl.)
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2. Grundbegriffe

Definition 2.1
o Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
Bsp: {0, 1}, ASCII, Unicode.

e Ein Wort/String liber X is eine endliche Folge von Zeichen
aus X, zB 010.

@ |w| bezeichnet die Lange eines Wortes w.

@ Das leere Wort (das einzige Wort der Lange 0) wird mit ¢
bezeichnet.

@ Sind u und v Worter, so ist uv ihre Konkatenation.
@ Ist w ein Wort, so ist w" definiert durch
w® = € und Wt = ww". Bsp: (ab)? = ababab.
@ > ist die Menge aller Worter iiber X.
@ Eine Teilmenge L C X* ist eine (formale) Sprache.

Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)
o Die Menge aller Wérter im Duden (24. Aufl.)

@ Die Menge der deutschen Séatze ist keine formale Sprache
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Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)
o Die Menge aller Worter im Duden (24. Aufl.)

@ Die Menge der deutschen Satze ist keine formale Sprache

o Ly = {¢,ab,abab, ababab, ...} = @f | n e N}

(21 = {a b}

Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)

o Die Menge aller Worter im Duden (24. Aufl.)
@ Die Menge der deutschen Satze ist keine formale Sprache
o L; = {¢,ab,abab, abababd, ...} = {(ab)™ | n € N}
(X1 = {a, b})
o Ly = {¢,ab,aabb, aaabbb, ...} = {a"b™ | n € N}
(X2 = {a,b})
o Ly = {e,1,100,1001, 10000, ...} =
{w € {0,1}* | w ist eine bindr kodierte Quadratzahl}

(33 ={0,1})
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Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)
o Die Menge aller Wérter im Duden (24. Aufl.)

@ Die Menge der deutschen Séatze ist keine formale Sprache
o L; = {¢,ab,abab, abababd, ...} = {(ab)" | n € N}

(1 = {a, b})
o Lo = {¢,ab,aabb, aaabbd, ...} = {a"b™ | n € N}

(32 = {a,b}) T

Beispiel 2.2 (Formale Sprachen)

o Die Menge aller Wérter im Duden (24. Aufl.)
@ Die Menge der deutschen Séatze ist keine formale Sprache
o L; = {¢,ab,abab, abababd, ...} = {(ab)" | n € N}
(X1 = {a,b})
o Ly = {¢,ab,aabb, aaabbb, ...} = {a"b™ | n € N}
(32 = {a,b})
o Ly = {e, 1,100, 1001, 10000, ...} =
{w € {0,1}* | w ist eine bindr kodierte Quadratzahl}
(X3 ={0,1})
° 0
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X%,
e Konkatenation: AB = {uv | ue€ AANv e B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}

° A”:{wl"‘wn|wl;"'7w”€A}
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X%,
o Konkatenation: AB = {uv | ue€ AANv e B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}
e A" ={wy---wy |wy, ..., wp, €AY=A--- A

Bsp: {ab,ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv und Antl = A A7
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o Konkatenation: AB = {uv |u € AANv € B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab, a),
o A" = {w; - Jwp € A =A--- A
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Bsp: {ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv: AY = {¢} und AL — A gr
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X*.
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Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab, a),
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n
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Rekursiv: AY = {¢} und AL — A gn

o A*={wy-wy | n>0Awy,...,w, € A} =

Bsp: {019®= {¢,01,0101,010101, ...

'wn|w17"'

(ab,bb), (b, a),

(b, bb) }

(ab,bb), (b,a), (b, bb)}

UneN A"
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X*.
o Konkatenation: AB = {uv |u € AANv € B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}
o A" ={wy-wy |wy, ..., wp, € A}=A---A
Bsp: {ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba} '
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X*.
o Konkatenation: AB = {uv |u € AANv € B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab, b} x {a, bb} = {(ab, a), (ab,bb), (b, @), (b, bb)}
e A" ={wy-wy, |wy, ..., wp, € A} =A--- A
Bsp: {ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv: AY = {e} und A"T!1 = AA"
o A*={wy-wp [n>0Aw,... . wy, € A} = ey A"
Bsp: {01}* = {e,01,0101,010101,...} # {0,1}*
o AT =AA* =, A"
Bsp: £ = Menge aller nicht-leeren Wérter iiber ¥

Achtung:
e Fiir alle A:@
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X%,
e Konkatenation: AB = {uv | ue€ AANv e B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}
o A" ={wy---wy |wy, ..., w, €AY =A--- A
Bsp: {ab,ba}? = {abab, abba, baab, baba} '
Rekursiv: AY = {e} und A" = AA"
o A ={wy-—wy [ n>0Awy,...,wy € A} = [,y A"
Bsp: {01}* = {e,01,0101,010101,...} # {0,1}*

o At = AA* = U@A”
Bsp: ¥t = Mengealler nicht-leeren Wérter iiber ¥
T Tth—

Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X%,
o Konkatenation: AB = {uv | ue€ AANv e B}
Bsp: {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NB: {ab, b} x {a, bb} = {(ab, a), (ab,bb), (b, a), (b, bb)}
e A" ={wy---wy |wy, ..., wp, €AY=A--- A
Bsp: {ab,ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv: AY = {e} und A"t = AA"
o A*={wi--wp [n>0Awy,...,w, € A} = [, oy A"
Bsp: {01}* = {e,01,0101,010101,...} # {0,1}*
o AT =AA* =], A"
Bsp: ¥t = Menge aller nicht-leeren Wérter iiber ¥

Achtung:
o Fiir alle A: e € A*
o (* =
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Definition 2.3 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C X*.
e Konkatenation: AB = {uv|ue ANv e B}
IF. {ab,b}{a,bb} = {aba, abbb, ba, bbb}
NBY {ab, b} x {a,bb} = {(ab, a), (ab,bb), (b, a), (b, bb)}
{wl"'wn | Wiyew ., Wy € A}:AA
Bsp: {ab, ba}? = {abab, abba, baab, baba}
Rekursiv: AY = {€} und A" = AA"
o A ={wy--wy [n>0Aw,. .., wy € A} = [, e A"
Bsp: {01}* = {¢,01,0101,010101,...} # {0,1}*
b A+ = AA* = Un>1 Ar
Bsp: £ = Menge aller nicht-leeren Wérter iiber ¥

Achtung:
o Fiir alle A: e € A*
° 0" = {d)

24

Alp,c) = AB o AC
(/ = /mv/u(/i/l V(ﬁufj}
~ (veB v Vel

< (bviedaveh v Ll 2 vec
— e L byl (L/x
- AL v A ¢

Einige Rechenregeln:
Lemma 2.4

e NA=10
o {eJA=A

Lemma 2.5
A(BUC) = AB

o (AUB)C = ACUBC

Einige Rechenregeln:
Lemma 2.4
«TA- 0
o {e}A=A

Lemma 2.5

o (AUB)C = ACUBC

-A(BUC)—ABUAC/ %/4 N fa(/M]

= (¢,2] B {g]
©F (A

25

25



Einige Rechenregeln:
Lemma 2.4

o PA=1
o {e}A=A

Lemma 2.5
e A(BUC)=ABUAC

e (AuB)C = ACUBC
Achtung: i.A. gilt A(BNC) = ABnN AC nicht.

Lemma 2.6

2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

25
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2.1 Grammatiken

2.1 Grammatiken

Definition 2.7

Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),
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2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y. ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,
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Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y. ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und

S €V ist das Startsymbol.
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Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und

2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.
Konventionen:

e A, B,C,... sind Nichtterminale,
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2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y. ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:
o A, B,C,... sind Nichtterminale,

® a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, %, ...) sind Terminale,
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2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y. ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:

o A, B,C,... sind Nichtterminale,

® a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, %, ...) sind Terminale,
° a,f,7,...€ (VUX)*

@ Produktionen schreiben Wir/aﬂstatt (o, B) € P.
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2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:
e A B,C,... sind Nichtterminale,
® a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, %, ...) sind Terminale,
° a,f8,7,...c (VUX)*
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2.1 Grammatiken

Definition 2.7
Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S), wobei

V' ist eine endliche Menge von Nichtterminalzeichen (oder
Nichtterminalen, oder Variablen),

Y ist eine endliche Menge von Terminalzeichen (oder
Terminalen), disjunkt von V', auch genannt ein Alphabet,

P C(VUX)* x (VUX)* ist eine Menge von Produktionen, und
S €V ist das Startsymbol.

Konventionen:
e A, B,C,... sind Nichtterminale,

® a,b,c,... (und Sonderzeichen wie +, %, ...) sind Terminale,
e a,f8,7,...c (VUX)*

@ Produktionen schreiben wir o — 3 statt (a, P.

e Statt o — f1,...,a — B, schreiben Wi@

26



Beispiel 2.8 (Arithmetische Ausdriicke)

<A4m(>

Beispiel 2.8 (Arithmetische Ausdriicke)

o V = {(Expr), (Term), (Faktor) }
o X={abc,+,%(,)}
o S = (Expr)

27
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Beispiel 2.8 (Arithmetische Ausdriicke)

o V = {{Expr), (Term), (Faktor))
Y = {a,b,C,+,*7(a)}

Beispiel 2.8 (Arithmetische Ausdriicke)

o V = {(Expr), (Term), (Faktor)}
o X ={a,bc,+,%(,)}
o S = (Expr)
@ Die Menge P enthilt folgende Produktionen:
(Expr) — (Term)
(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)
(Term) —  (Term) x (Factor)
(Factory —— alb]c
(Factor) — _((Expr))

27
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Definition 2.9

Eine Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine Ableitungsrelation
o - L\_’

— ¢ auf Wortern tiber V U X:

a —a O/

Definition 2.9
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine Ableitungsrelation
— ¢ auf Wortern iiber V U X:

o —@G O/
gdw es eine Regel 5 — 3’ in P und Wérter a1, a2 gibt, so dass

a=a1Bay und o =a18 o

Beispiel : Fiir die Grammatik der arithmetischen Ausdriicken gilt

a+ (Term) +b @ a + (Term) * (Factor) + b

~__ 7

28

28

Definition 2.9
Eine Grammatik@: (V,E@S) induziert eine Ableitungsrelation
— ¢ auf Wortern tber V U 32

o &)
gdw es eine Regel/3/— /37 in P und Wérter aq, as gibt, so dass
S—
18/

o=l wd (o =oifos

Definition 2.9
Eine Grammatik G = (V, X, P, S) induziert eine Ableitungsrelation
— ¢ auf Wortern iiber V U X:

o —@G O/
gdw es eine Regel 5 — 3’ in P und Woérter aq, as gibt, so dass

a=aBas und o =a1f s

Beispiel : Fiir die Grammatik der arithmetischen Ausdriicken gilt
a+ (Term)+b —¢ a+ (Term) « (Factor) + b

Eine Sequenz a; —¢ - -+ —¢ @y, ist eine Ableitung von a,, aus a;.
- =

28
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Definition 2.9
Eine Grammatik G = (V, X P@ induziert eine Ableitungsrelation
— ¢ auf Wortern tiber V U X:

a —a O/
gdw es eine Regel 5 — 3’ in P und Wérter a1, a2 gibt, so dass

a=aBaz; und o =a18 o

Beispiel : Fiir die Grammatik der arithmetischen Ausdriicken gilt
a+ (Term)+b —¢ a+ (Term) * (Factor) + b // é(/ l/)

Eine Sequenz oy —¢ - -+ — ¢« ist eine Ableitung von «,, aus a;.

Wenn/@md@ dann erzeugt G das Wort a,.

Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)
(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)
(Term) — (Term) x (Factor)
(Factor) — alb|e
(Factor) —  ((Expr))

28

Definition 2.9
Eine Grammatik G =
— ¢ auf Wortern tiber V U X:

o —@G O/
gdw es eine Regel 8 — 3’ in P und Wérter aq, as gibt, so dass

a=aBas und o =a1fa

Beispiel : Fiir die Grammatik der arithmetischen Ausdriicken gilt

(Factor) + b

a+ (Term)+b —¢ + (Term)

Eine Sequenz a; —¢ - -
Wenn a1 = S und ay, @dann erzeugt GG das Wort «,.

Die Sprache von G ist die Menge aller Woérter, die von G erzeugt
werden. Sie wird mit L(G) bezeichnet.

Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(V, %, P,S) induziert eine Ableitungsrelation

— ¢ iy ist eine Ableitung von a, aus aj.

29

(Expr) — (Term)
(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)
(Term) —  (Term) % (Factor)
(Factor) — alblec
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).

28
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Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)

(Expr) — (Expr) + (Term) X@,
(Term) — (Factor) \\

(Term) —  (Term) x (Factor)
(Factor) — alb|e
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expr) — (Term)

%a@(quc)

Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)

(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor) g_\

(Term) — (Term) x (Factor) ——
(Factor) — alb|e
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expr) — (Term) — (Term) * (Factor)

—ax*(b+c)
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Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)

(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)

(Term) —  (Term) % (Factor)
(Factor) — alblec
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expry — (Term)

—ax* (b+c)

Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) — (Term)

(Expr) — (Expr) + (Term)
(Term) —  (Factor)

(Term) —  (Term) % (Factor)
(Factor) — alblec
(Factor) —  ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expr) — (Term) — @@
— (Factor) = (Factor)
L

—ax* (b+c)

29

29



Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

Ll Ll

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

(Expr) — (Term) — (Term) x
— (Factor) « (Factor)

—ax*(b+c)

Beispiel 2.11

(Term)

(Expr) + (Term)
(Factor)
(Term) * (Factor)
alb|e

((Expr))

(Factor)

Eine Grammatik fiir {a™b"c" | n > 0}

Welche ist richtig?

S — abcS|e S
ba — ab Ba
cb — bc Bb

Bce

- 41(57_(—4 — 4?

—J 4&%/&6 —) 4

aBSc|€)
aB

bb

be

e —
q/iﬁcf

L4l

29
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Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr
(Expr
(Term
(Term

(Factor) — alblec
(Factor) — Xpr))

Term)

Factor)

) = A
) = A
) = A
) = A

) |Das Startsymbol ist (Expr).

I

Eine Ableitu

WS (Term) — (Term) x Facto§)}{a/(‘ ) 4((2 4 !c

Ctor)

— a x ((Expr)) — a * ((Expr) + (Term))

— a x ((Term) + (Term)) — a * ((Factor) 4+ (Term))
— a (b + (Term)) — a * (b + (Factor))

= —AFactdr) ‘(‘Fattor%%%é

—ax*(b+c)

Definition 2.12 (Iteration von —¢)

a =% a

Expr) + (Term)

Term) * (Factor)

|
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Definition 2.12 (lteration von —¢)

o gy

G R NGNS

Definition 2.12 (Iteration von — )

o gy
a%gﬂfy = dB.a =G B ey
Reflexive transitive Hiille:
a—g B e dIna—g B

Transitive Hiille:
a—=E B = >0 a8

31

31

Definition 2.12 (Iteration von —¢)

a =% a

aﬁg“fy e dB.a—=E B —oay

Reflexive transitive Hiille:
a—gf o dna—gp

31

Definition 2.12 (Iteration von —¢)

a =% a
a%g“'y e dB.a =GB ey
Reflexive transitive Hiille:
a—gf e dna—gp

Transitive Hiille:
a=Ef e In>0 a0

Beispiel: (Expr) = a*(b+c)
—"

31



Definition 2.12 (lteration von —¢)

o gy

a%gﬂfy = d0.a =G B ey

Reflexive transitive Hiille:
a—gf e dnoa =g

Transitive Hiille:
a—=EB & In>0.a 48

Beispiel: (Expr) @a  (b+ ¢) und somit (Expr) @ ax*(b+c).

2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Eine Grammatik GG ist vom

31
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Definition 2.12 (Iteration von —¢)

a =% a

aﬁg“fy e dB.a—=E B —oay

Reflexive transitive Hiille:
a—gf & dnoa—g
Transitive Hiille:

a—=gB e In>0.a 48

Beispiel: (Expr) —¢ a* (b+ ¢) und somit (Expr) —% a* (b + c).

Nach Definition: L(G) = {w € ¥* |@—>E w}
=

2.2 Die Chomsky-Hierarchie
Eine Grammatik G ist vom

Typ O immer.

31
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Eine Grammatik GG ist vom

Typ O immer.
Typ 1 falls fiir jede Produktion a — /3 auBer S — ¢
gilt o <[5
———

32

32

2.2 Die Chomsky-Hierarchie
Eine Grammatik G ist vom
Typ O immer.
Typ 1 falls fiir jede Produktion o — /3 auBer S — ¢
gilt o <[5
Typ 2 falls G vom Typ 1 ist und
fir jede Produktion o — S giltfae V.

Beispiel 2.10 (Arithmetische Ausdriicke)

(Expr) (Term)

(Expr) (Expr) + (Term)
(Term) (Factor)

(Term) (Term) * (Factor)
(Factor) alble
(Factor) ((Expr))

Das Startsymbol ist (Expr).
Eine Ableitung:

Q Ll

(Expr) — (Term) — (Term) % (Factor)
— (Factor) = (Factor) — a * (Factor)
— a * ((Expr) ) —a * (( Expr) (Term))
— a x ((Term) erm)) — a * ((Factor) 4+ (Term))
—ax*(b+ Term)% *( (Factor))
—ax*(b+c)

~

32
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Definition 2.12 (lteration von —¢)

o gy

Grammatiken und Sprachklassen:

Typ 3 Rechtslineare Grammatik

Reguldre Sprachen

31
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie
Eine Grammatik G ist vom
Typ O immer.
Typ 1 falls fiir jede Produktion o — /3 auBer S — ¢
gilt [o| < [B]
Typ 2 falls G vom Typ 1 ist und
fiir jede Produktion o — B gilt o € V.

Typ 3 falls G vom Typ 2 ist und
fiir jede Produktion o« — (3 auBer S — ¢
gilt e TUXV.

Offensichtlich gilt:

Typ3 CTyp2C Typl C Typ 0

32

Grammatiken und Sprachklassen:

Reguldre Sprachen
Kontextfreie Sprachen

Typ 3 Rechtslineare Grammatik
Typ 2 Kontextfreie Grammatik

33



Grammatiken und Sprachklassen:

Typ 3 Rechtslineare Grammatik
Typ 2 Kontextfreie Grammatik

Regulare Sprachen
Kontextfreie Sprachen

Typ 1 Kontextsensitive Grammatik Kontextsens. Sprachen

Grammatiken und Sprachklassen:

Typ 3 _Rechtslineare Grammatik

o
L

Reguldre Sprachen

33

33

Grammatiken und Sprachklassen:

Typ 3 Rechtslineare Grammatik Reguldre Sprachen

Typ 2 Kontextfreie Grammatik Kontextfreie Sprachen

Typ 1  Kontextsensitive Grammatik Kontextsens. Sprachen

Typ 0 Phrasenstrukturgrammatik Rekursiv aufzahlbare Sprachen

Satz 2.13
L(Typ 3) € L(Typ 2) C L(Typ 1) C L(Typ 0)

O J

33

Das Wortproblem:

Gegeben: eine Grammat:@ ein Wort@

Frage: Gilt w € L(G

34



Das Wortproblem:

Gegeben: eine Grammatik G, ein Wort w € X*
Frage: Gilt w € L(G) 7

In den kommenden Wochen untersuchen wir das Wortproblem fiir
Grammatiken vom Typ 3 und Typ 2.
——— e

3. Regulare Sprachen

Endliche
Automaten

Regulare

Rechtslineare

Grammatiken Ausdriicke

34
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Das Wortproblem:
Gegeben: eine Grammatik G, ein Wort w € X*
Frage: Gilt w € L(G) 7

In den kommenden Wochen untersuchen wir das Wortproblem fiir
Grammatiken vom Typ 3 und Typ 2.

Wir studieren Algorithmen, die fiir eine gegebene Grammatik G
einen Automaten A konstruieren, und untersuchen ihre Laufzeit.

3.1 Deterministische endliche Automaten

b a a,b
Bl
(O

T

7@/{44 C\{eﬁf‘j@\?

34
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3.1 Deterministische endliche Automaten

b a a,b
b
éo‘: @ (1) o{ 2
Y U —

Eingabewort baba ~» Zustandsfolge 0,0,1,2,2.

3.1 Deterministische endliche Automaten

b a a,b
Bl
O~

Eingabewort baba ~» Zustandsfolge 0,0,1,2,2.

Erkannte Sprache: Menge der Worter, die vom Startzustand in
einen Endzustand fiihren.

Recognizer, der nur einmal das Wort durchlduft und es in linearer
Zeit akzeptiert oder ablehnt.

36

36

3.1 Deterministische endliche Automaten

b a a,b
oo
O

Eingabewort baba ~ Zustandsfolge 0,0,1,2,2. \ 24\4 / q&//

4

Erkannte Sprache: Menge der Worter, die vom Startzustand in
einen Endzustand fiihren.

Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

36
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Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q, %, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,

Definition 3.1

Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite

automaton, DFA) M = (Q, %, 4, qo, F') besteht aus
‘\____\“

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

e einer (totalen!) Ubergangsfunktion/ Q x ¥ — Q,

@ einem Startzustand ¢y € @, und

e einer Menge F' C (Q von Endzusténden (akzeptierenden Zust.)

ﬁ von M akzeptierte Sprache ist
L(M) :={w € ©* (8o, w) € F} ,

JCZ/:‘CL&A///A /0 /\(V/ 4 ;4 &«4@\
Eedveotad

37

37

Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,
e einem (endlichen) Eingabealphabet X,
einer (totalen!) Ubergangsfunktion § : Q x ¥ — Q,

einem Startzustand ¢y € @, und

37



