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Starke Zusammenhangskomponenten
Definition

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph.

Knotenteilmenge U C V heil3t stark zusammenhangend genau dann,
wenn flr alle u, v € U ein gerichteter Pfad von u nach v in G existiert.

Far Knotenteilmenge U C V heil3t der induzierte Teilgraph G[U] starke
Zusammenhangskomponente von G, wenn U stark

zusammenhangend und (inklusions-)maximal ist.
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Artikulationsknoten und Bldécke per DFS

@ Kanten werden auf einem anfangs leeren Stack gesammelt
@ Ruckwartskanten kommen direkt auf den Stack (ohne rek. Aufruf)
@ Baumkanten kommen vor dem rekursiven Aufruf auf den Stack

@ nach Ruckkehr von einem rekursiven Aufruf werden im Fall
low[w]>num[v] die obersten Kanten vom Stack bis einschlie3lich
der Baumkante {v, w} entfernt und bilden den nachsten Block
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Starke Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen:

@ Knoten x, y € V sind stark zusammenhangend, falls beide Knoten
auf einem gemeinsamen gerichteten Kreis liegen (oder x = y).

@ Die starken Zusammenhangskomponenten bilden eine Partition
der Knotenmenge.

(im Gegensatz zu 2-Zhk. bei ungerichteten Graphen, wo nur die
Kantenmenge partitioniert wird, sich aber zwei verschiedene
2-Zhk. in einem Knoten tberlappen kénnen)
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Starke Zusammenhangskomponenten

Beobachtungen:

@ Schrumpft man alle starken Zusammenhangskomponenten zu
einzelnen (Super-)Knoten, ergibt sich ein DAG.

H. Taubig (TUM) GAD S8'14 449

o
Starke Zhk. und DFS

Idee:

@ betrachte geschrumpften (shrunken) Graph GZ:
Knoten entsprechen SCCs von G¢, Kante (C, D) genau dann,
wenn es Knoten ue C und v € D mit (u, v) € E; gibt

@ geschrumpfter Graph G ist ein DAG
@ Ziel: Aktualisierung des geschrumpften Graphen beim Einfligen
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e
Starke Zhk. und DFS

Idee:
@ beginne mit Graph ohne Kanten, jeder Knoten ist eigene SCC
@ flige nach und nach einzelne Kanten ein
= aktueller (current) Graph G¢ = (V, Ec)
@ Update der starken Zusammenhangskomponenten (SCCs)
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Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS

Geschrumpfter Graph
(Beispiel aus Mehlhorn/Sanders)
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Starke Zhk. und DFS

Update des geschrumpften Graphen nach Einfligen einer Kante:

3 Mdglichkeiten:
@ beide Endpunkte gehdren zu derselben SCC
= geschrumpfter Graph unverandert

@ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs, aber
schlie3t keinen Kreis

= SCCs im geschrumpften Graph unverandert, aber eine Kante wird
im geschrumpften Graph eingeflgt (falls nicht schon vorhanden)

ﬁ Kante verbindet Knoten aus zwei verschiedenen SCCs und
schliel3t einen oder mehrere Kreise

= alle SCCs, die auf einem der Kreise liegen, werden zu einer
einzigen SCC verschmolzen
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Starke Zhk. und DFS

@ Knoten in geschlossenen SCCs sind immer fertig (mit finishNum)

@ Knoten in offenen SCCs kénnen fertig oder noch aktiv (ohne
finishNum) sein

@ Reprasentant einer SCC: Knoten mit kleinster dfsNum
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Starke Zhk. und DFS
Prinzip:
@ Tiefensuche

V. schon markierte (entdeckte) Knoten
E. schon gefundene Kanten

@ 3 Arten von SCC:
@ unentdeckte Knoten haben_Ein-/ Ausgangsgrad Null in G,

= zunachst bildet jeder Knoten eine eigene unentdeckte SCC,

andere SCCs enthalten nur markierte Knoten

@ SCCs mit mindestens einem aktiven Knoten (ohne finishNum)
heif3en offen

@ SCC heilt geschlossen, falls sie nur fertige Knoten (mit
finishNum) enthalt

@ Knoten in offenen/geschlossenen SCCs heil3en
offen/geschlossen

unentdeckt, offen, geschlossen
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Starke Zhk. und DFS
DFS-Snapshot:

® ©

@ erste DFS startete bei Knoten a, zweite bei b

@ aktueller Knoten ist g, auf dem Rekursionsstack liegen b, ¢, f, g
@ (g,d)und (g, i) wurden noch nicht exploriert

@ (d,c)und (h,f) sind Rickwartskanten

@ (c,a)und (e, a) sind Querkanten

@ (b,c), (c,d), (d,e), (c,f), (f g)und (g, h) sind Baumkanten
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Starke Zhk. und DFS
DFS-Snapshot mit geschrumpftem Graph:

® ©

@ unentdeckt: {i} offen: {b}, {c,d}, {f, g, h}

@ offene SCCs bilden Pfad im geschrumpften Graph
@ aktueller Knoten gehért zur letzten SCC

e offene Knoten wurden in Reihenfolge b, c,d, f, g, h erreicht und
werden von den Reprasentanten b, ¢ und f genau in die offenen
SCCs partitioniert
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geschlossen: {a}, {e}

Graphen Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS

® <
Beobachtungen (Invarianten fir G;):

@ Pfade aus geschlossenen SCCs flihren immer zu geschlossenen
SCCs

@ Pfad zum aktuellen Knoten enthalt die Reprasentanten aller
offenen SCCs
offene Komponenten bilden Pfad im geschrumpften Graph

©@ Knoten der offenen SCCs in Reihenfolge der DFS-Nummern
werden durch Reprasentanten in die offenen SCCs partitioniert

o
Starke Zhk. und DFS

Geschlossene SCCs von G, sind auch SCCs i -

@ Sei v geschlossener Knoten und gsc seine SCC in%/ Ge.

@ zu zeigen: S =5,

@ G ist Subgraph von _@_also SccS

e somit zu zeigen: SC S, @’ S

@ Sei w ein Knotenin S. VJ}

= dKreis C durch v und w.

@ Invariante 1: alle Knoten von C sind geschlossen und somit

erledigt (alle ausgehenden Kanten exploriert)

@ Cistin G; enthalten, also\gvh_e_sc
@ damitgilt S C S, also S = S,
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Starke Zhk. und DFS

Vorgehen:
@ Invarianten 2 und 3 helfen bei Verwaltung der offenen SCCs

@ Knoten in offenen SCCs auf Stack oNodes
(in Reihenfolge steigender dfsNum)

@ Représentanten der offenen SCCs auf Stack oReps
@ zu Beginn Invarianten gultig (alles leer)

@ vor Markierung einer neuen Wurzel sind alle markierten Knoten
erledigt, also keine offenen SCCs, beide Stacks leer
dann: neue offene SCC fir neue Wurzel s,
s kommt auf beide Stacks
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Graphen Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS

0\.\.®
s

Beobachtungen (Invarianten flr G):
@ Pfade aus geschlossenen SCCs fiihren immer zu geschlossenen
SCCs
—@ Pfad zum aktuellen Knoten enthélt die Reprasentanten aller
offenen SCCs
offene Komponenten bilden Pfad im geschrumpften Graph

—@ Knoten der offenen SCCs in Reihenfolge der DFS-Nummern
werden durch Reprasentanten in die offenen SCCs partitioniert

S8'14 458
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Starke Zhk. und DFS

Prinzip: betrachte Kante e = (v, w)

@ Kante zu unbekanntem Knoten w (Baumkante):
neue eigene offene SCC fur w (w kommt auf oNodes und oReps)

@ Kante zu Knoten w in geschlossener SCC (Nicht-Baumkante):
von w gibt es keinen Weg zu v, sonst wére die SCC von w noch
nicht geschlossen (geschlossene SCCs sind bereits komplett),
also SCCs unverandert

@ Kante zu Knoten w in offener SCC (Nicht-Baumkante):
falls v und w in unterschiedlichen SCCs liegen, missen diese mit
allen SCCs dazwischen zu einer einzigen SCC verschmolzen
werden (durch Léschen der Reprasentanten)

Wenn Knoten keine ausgehenden Kanten mehr hat:
@ Knoten fertig
@ wenn Knoten Reprasentant seiner SCC ist, dann SCC schlief3en
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Starke Zhk. und DFS

Vorgehen:
@ Invarianten 2 und 3 helfen bei Verwaltung der offenen SCCs

@ Knoten in offenen SCCs auf Stack oNodes Q/
(in Reihenfolge steigender dfsNum)

@ Repréasentanten der offenen SCCs auf Stack oReps
@ zu Beginn Invarianten giltig (alles leer)

@ vor Markierung einer neuen Wurzel sind alle markierten Knoten
erledigt, also keine offenen SCCs, beide Stacks leer
dann: neue offene SCC fir neue Wurzel s,
s kommt auf beide Stacks

C_-"
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Gy
Starke Zhk. und DFS

Prinzip: betrachte Kante e = (v, w)

@ Kante zu unbekanntem Knoten w (Baumkante):
neue eigene offene SCC fur w (w kommt auf oNodes und oReps)

@ Kante zu Knoten w in geschlossener SCC (Nicht-Baumkante):
von w gibt es keinen Weg zu v, sonst wére die SCC von w noch
nicht geschlossen (geschlossene SCCs sind bereits komplett),
also SCCs unverandert

—> @ Kante zu Knoten w in offener SCC (Nicht-Baumkante):
falls v.und.w in unterschiedlichen SCCs liegen, missen diese mit
allen SCCs dazwischen zu einer einzigen SCC verschmolzen
werden (durch Ldschen der Reprasentanten)

Wenn Knoten keine ausgehenden Kanten mehr hat:
@ Knoten fertig
@ wenn Knoten Reprasentant seiner SCC ist, dann SCC schlief3en
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Graphtraversierung

Starke Zhk. und DFS

Vereinigung offener SCCs im Kreisfall:

@ offene SCC entsprechen Ovalen, Knoten sortiert nach dfsNum

@ alle Reprasentanten offener SCCs liegen auf Baumpfad zum
aktuellen Knoten v in SCC S

@ Nicht-Baumkante (v, w) endet an Knoten w in offener SCC S; mit
Reprasentant r;

@ Pfad von w nach r; muss existieren (innerhalb SCC S;)
= Kante (v, w) vereinigt S;, ..., Sk
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Starke Zhk. und DFS
@ traverseNonTreeEdge(Node v, Node w) {

if (w € oNodes)  // verschmelze SCCs
while (dfsNum[w] < dfsNum[oReps.top()])

oReps.pop();

}

@ backtrack(Node u, Node v) {
if (v == oReps.top()) { // v Reprasentant?

oReps.pop(); //ja: entferne v

do{ // und offene Knoten his v
w_= oNodes.pop();
component[w] =v.

} while (w!=v);

}

}
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e
Starke Zhk. und DFS

@ init() {

component = new int[n];
oReps = ();

oNodes = ();

dfsCount = 1;

}

@ roof(Node w) / fraverseTreeFdge(Node v, Node_w) {

oReps.push(w); /I Reprasentant einer neuen ZHK
oNodes.push(w); // neuer offener Knoten
dfsNum[w] = dfsCount;
dfsCount++;
}
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Starke Zhk. und DFS

Zeit: O(n+m)

Begrindung:
@ init, root: O(1)

@ traverseTreeEdge: (n—-1)x0(1)

| @ backtrack, traverseNonTreeEdge:
da jeder Knoten héchstens einmal in oReps und oNodes landet,

insgesamt.O(n + m)
@ DFS-Gerlst: O(n -+ m)

@ gesamt: O(n+m)
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I oresste veoe
Ubersicht

© Graphen

@ Kurzeste Wege
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Kirzeste-Wege-Problem

gegeben:
@ gerichteter Graph G = (V, E)
@ Kantenkostenc: E— R

2 Varianten:
@ SSSP (single source shortest paths):

kirzeste Wege von einer Quelle zu allen anderen Knoten

@ APSP (all pairs shortest paths):

kirzeste Wege zwischen allen Paaren

H. Taubig (TUM) GAD
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Kirzeste Wege

Falle:
@ Kantenkosten 1
@ DAG, beliebige Kantenkosten
@ beliebiger Graph, positive Kantenkosten
@ beliebiger Graph, beliebige Kantenkosten
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Zentrale Frage: Wie kommt man am schnellsten von A nach B?

Distanzen

(s, v): Distanz von s nach v

+oo kein Weg von s nach v

min{c(p) : p ist Weg von s nach v}
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—oco  Weg beliebig kleiner Kosten von s nach v

S84
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Distanzen

Wann sind die Kosten —c?

wenn es einen Kreis mit negativer Gewichtssumme gibt
(hinreichende und notwendige Bedingung)
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Kirzeste Wege
Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs
Einfache Breitensuche funktioniert nicht.
Q Q\ O
O\ ,//2 \O
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Kirzeste Wege
Kirzeste Wege bei uniformen Kantenkosten
Graph mit Kantenkosten 1:

= Breitensuche (BFS)
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Kirzeste Wege
Klrzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs
Einfache Breitensuche funktioniert nicht.
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Kirzeste Wege in DAGs

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.

H. Taubig (TUM) S8'14
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Kirzeste Wege

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))

QO\
1.0\
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Kirzeste Wege in DAGs

Beliebige Kantengewichte in DAGs

Einfache Breitensuche funktioniert nicht.

@@\
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Kirzeste Wege

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))

H. Taubig (TUM)

GAD
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Kirzeste Wege

Topologische Sortierung in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie: in DAGs gibt es topologische Sortierung

(far alle Kanten e=(v,w) gilt topoNum(v) < topoNum(w))

, .\ éO:fi;'O
/e @
® .\ -
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Kirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte
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1/ | / |
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1 2 4 / ::d 8
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Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

i Q\ S
10 ® .\ 53,@{2 o
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Kirzeste Wege

Klrzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

H. Taubig (TUM) GAD 5514
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Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte
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Kirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte

2 2@ 10
, 9 --V |
",‘u 2

/é e
1 . .\ 8 "
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Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Strategie:
@ betrachte Knoten in Reihenfolge der topologischen Sortierung
@ aktualisiere Distanzwerte
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Klrzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Topologische Sortierung — warum funktioniert das?

@ betrachte einen kirzesten Weg von s nach v
@ der ganze Pfad beachtet die topologische Sortierung

@ d.h,, die Distanzen werden in der Reihenfolge der Knoten vom
Anfang des Pfades zum Ende hin betrachtet

@ damit ergibt sich fir v der richtige Distanzwert

@ ein Knoten x kann auch nie einen Wert erhalten, der echt kleiner
als seine Distanz zu s ist

@ die Kantenfolge von s zu x, die jeweils zu den Distanzwerten an
den Knoten gefihrt hat, ware dann ein kirzerer Pfad
(Widerspruch)
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Kirzeste Wege in DAGs
Beliebige Kantengewichte in DAGs

Allgemeine Strategie:

@ Anfang: setze d(s) =0 und
fir alle anderen Knoten v setze d(v) = co

@ besuche Knoten in einer Reihenfolge, die sicherstellt, dass
mindestens ein kirzester Weg von s zu jedem v in der
Reihenfolge seiner Knoten besucht wird

o fUr jeden besuchten Knoten v aktualisiere die Distanzen der
Knoten w mit (v, w) € E, d.h. setze

d(w) = min{ dw +c(v,w)}
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Kirzeste Wege

Kirzeste Wege in DAGs

Topologische Sortierung

Korrektheit

@ Knoten wird erst dann nummeriert, wenn alle Vorganger
nummeriert sind

Laufzeit
@ fur die Anfangswerte der Z&hler muss der Graph einmal traversiert
werden O(n + m)
@ danach wird jede Kante genau einmal betrachtet
= gesamt: O(n+ m)

Test auf DAG-Eigenschaft
@ topologische Sortierung erfasst genau dann alle Knoten, wenn der
Graph ein DAG ist
@ bei gerichteten Kreisen erhalten diese Knoten keine Nummer
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Kirzeste Wege in DAGs
Topologische Sortierung

@ verwende FIFO-Queue q

@ verwalte fur jeden Knoten einen Zahler fur die noch nicht
markierten eingehenden Kanten

@ initialisiere g mit allen Knoten, die keine eingehende Kante haben
(Quellen)

@ nimm néachsten Knoten v aus q und
markiere alle (v, w) € E, d.h. dekrementiere Zahler fur w

o falls der Zahler von w dabei Null wird, fige w in g ein

@ wiederhole das, bis g leer wird
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Klrzeste Wege in DAGs

DAG-Strategie

@ Topologische Sortierung der Knoten

Laufzeit O(n + m)

@ Aktualisierung der Distanzen gemaR der topologischen Sortierung

Laufzeit O(n+ m)

Gesamtlaufzeit: O(n -+ m)
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Beliebige Graphen mit nicht-negativen Gewichten

Gegeben:

@ beliebiger Graph
(gerichtet oder ungerichtet, muss diesmal kein DAG sein)

@ mit nicht-negativen Kantengewichten
= keine Knoten mit Distanz —co

Problem:

@ besuche Knoten eines kiirzesten Weges in der richtigen
Reihenfolge

@ wie bei Breitensuche, jedoch diesmal auch mit Distanzen = 1

Lésung:
@ besuche Knoten in der Reihenfolge der kiirzesten Distanz zum
Startknoten s
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Algorithmus Dijkstra2: |6st SSSP-Problem

Eingabe : G=(V,E), ¢: E— Ry, seV
Ausgabe : Distanzen d[v] von s zu allen v € V

dlv] = forallveV\s;

d[s] =0; pred[s] = L;

pg ={); pgq.insert(s,0);

while —pg.empty() do

v = pq.deleteMin();

forall the (v, w) € E do

newDist = d[v] + ¢(v, w);

if newDist < d[w] then
predw] = v;
if dlw] == co then pqg.insert(w, newDist) ;
else pg.decreaseKey(w, newDist) ;
d[w] = newDist;

H. Taubig (TUM) GAD 5814

Kirzeste Pfade: SSSP / Dijkstra

Algorithmus Dijkstra1: [ost SSSP-Problem
Eingabe :G=(V,E), ¢c: E— R, seV
Ausgabe : Distanzen d(s,v) zu allen v € V

P=0, T=V,
d(s,v) =coforallve V\s;
d(s,s) =0; pred(s) = 1;
while P = V do
v = argmin,er{d(s, v));
P=Puv;, T=T\v;
forall the (v, w) € E do
if d(s,w) > d(s,v) +c(v,w) then
d(s,w)=d(s,v) +c(v,w);
L pred(w) = v;
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Dijkstra-Algorithmus

@ setze Startwert d(s,s) = 0 und zunachst d(s,v) = co

@ verwende Prioritdtswarteschlange, um die Knoten zusammen mit
ihren aktuellen Distanzen zuspeichern

@ am Anfang nur Startknoten (mit Distanz 0) in Priority Queue

@ dann immer nachsten Knoten v (mit kleinster Distanz) entnehmen,
endglltige Distanz dieses Knotens v steht nun fest

@ betrachte alle Nachbarn von v,
flge sie ggf. in die PQ ein bzw.
aktualisiere deren Prioritét in der PQ
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Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:
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Graphen

Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:
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Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:
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Dijkstra-Algorithmus

Korrektheit:
@ Annahme: Algorithmus liefert fir w einen zu kleinen Wert d(s, w)

@ sei w der erste Knoten, flr den die Distanz falsch festgelegt wird
(kann nicht s sein, denn die Distanz d(s, s) bleibt immer 0)

@ kann nicht sein, weil d(s, w) nur dann aktualisiert wird, wenn man
tber einen von s schon erreichten Knoten v mit Distanz d(s, v)
den Knoten w Uber die Kante (v, w) mit Distanz d(s, v) + c(v, w)
erreichen kann

@ d.h. d(s, v) musste schon falsch gewesen sein (Widerspruch zur
Annahme, dass w der erste Knoten mit falscher Distanz war)
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Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:
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Dijkstra-Algorithmus

@ Annahme: Algorithmus liefert fir w einen zu gro3en Wert d(s, w)

@ sei w der Knoten mit der kleinsten (wirklichen) Distanz, fir den
der Wert d(s, w) falsch festgelegt wird (wenn es davon mehrere
gibt, der Knoten, fir den die Distanz zuletzt festgelegt wird)

@ kann nicht sein, weil d(s, w) immer aktualisiert wird, wenn man
Gber einen von s schon erreichten Knoten v mit Distanz d(s, v)
den Knoten w Gber die Kante (v, w) mit Distanz d(s, v) + ¢(v, w)
erreichen kann (dabei steht d(s, v) immer schon fest, so dass
auch die Lange eines kiirzesten Wegs tber v zu w richtig
berechnet wird)

@ d.h., entweder wurde auch der Wert von v falsch berechnet
(Widerspruch zur Def. von w) oder die Distanz von v wurde noch
nicht festgesetzt

@ weil die berechneten Distanzwerte monoton wachsen, kann
letzteres nur passieren, wenn v die gleiche Distanz hat wie w
(auch Widerspruch zur Def. von w)
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Dijkstra-Algorithmus

@ Datenstruktur: Prioritdtswarteschlange

und decreaseKey, O(logn) deleteMin)

@ Komplexitat:

» nx O(logn) deleteMin
» mxO(1) decreaseKey
= O(m + nlogn)

@ aber: nur fir nichtnegative Kantengewichte(!)
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(z.B. Fibonacci Heap: amortisierte Komplexitat O(1) flr insert
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Monotone Priority Queues

Beobachtung:

@ aktuelles Distanz-Minimum der verbleibenden Knoten ist beim
Dijkstra-Algorithmus monoton wachsend

Monotone Pricrity Queue
@ Folge der enthommenen Elemente hat monoton steigende Werte

e effizientere Implementierung maglich, falls Kantengewichte
ganzzahlig

Annahme: alle Kantengewichte im Bereich [0, C]

Konsequenz fur Dijkstra-Algorithmus:
= enthaltene Distanzwerte immer im Bereich [d, d + C]
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