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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren
(separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)

@ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen

= Funktionswert wird in Abhangigkeit von Funktionswerten flr
kleinere Argumente bestimmt
gesucht: nichtrekursive/geschlossene Form
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MergeSort

Sortieren durch Verschmelzen

Zeitaufwand:
@ T(n): Laufzeit bei FeldgréBe n
e T(1)=0(1)
T(n)=T(In/21) + T(Ln/2]) + ©(n)

= T(n)€O(nlogn)
(folgt aus dem sogenannten Master-Theorem)
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ nichtrekursive Unterprogrammaufrufe sind einfach zu analysieren
(separate Analyse des Funktionsaufrufs und Einsetzen)

@ rekursive Aufrufstrukturen liefern Rekursionsgleichungen
= Funktionswert wird in Abhangigkeit von Funktionswerten fir

kleinere Argumente bestimmt
gesucht: nichtrekursive/geschlossene Form

Anwendung: Divide-and-Conquer-Algorithmen
@ gegeben: Problem der GréBRe n = bX, (k € IN)

o falls k > 1: j

» zerlege das Problem in d Teilprobleme der Gré3e n/b
» |@se die Teilprobleme (d rekursive Aufrufe)
» setze aus den Teillésungen die Losung zusammen

e falls kK = 0 bzw. n = 1: investiere Aufwand a zur Lésung
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

MergeSort

@ Betrachte den Aufwand fir jede Rekursionstiefe

@ Anfang: Problemgréf3e n

@ Level fir Rekursionstiefe i d' Teilprobleme der GréBe n/b’
= Gesamtaufwand auf Rekursionslevel i:

[

n dyf . .
dc— = cn(—) (geometrische Reihe)

bi b

d < b Aufwand sinkt mit wachsender Rekursionstiefe; erstes
Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands

d = b Gesamtaufwand fir jedes Level gleich grof3; maximale
Rekursionstiefe logarithmisch, Gesamtaufwand ©(nlog n)

d > b Aufwand steigt mit wachsender Rekursionstiefe; letztes
Level entspricht konstantem Anteil des Gesamtaufwands
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

MergeSort

@ Level O:
@ Level i

1 Problem der GréBe n = bk
d’ Probleme der GroBe n/b' = bk

@ Level k: d* Probleme der GréBe n/bk = bk« =1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten adk
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

MergeSort

Geometrische Folge: (&))ien

Verhéltnis benachbarter Folgenglieder konstant: g = a;.1/a;

n-te Partialsumme der geometrischen Reihe:

n
s = Ya -
i=0

as+...+a, = ap+ayg+apg’+...aq
Wert: m
qn—H -1 . ]

Sp=a arg #

n 0 q—1 q
bzw.

sp=ao(n+1) farg=1
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen
@ Level 0: 1 Problem der GréBe n = b¥
@ Level i d' Probleme der GréBe n/by= bk~

@ Level k: d* Probleme der GréBe n/bk = pk—k =1,
hier jedes mit Kostén a, also Kosten adk

@ d = b: Kosten adl= ab* = an € ©(n) auf Level k,
cnk = cnlog, h € ©(nlog n) fir den Rest
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Analyse rekursiver Funktionen
Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ Level 0: 1 Problem der GréBe n = b¥

o Level i: d' Probleme der GréRBe n/b’ = bk~

Level k: d* Probleme der GroRe n/b* = bk=k = 1,
hier jedes mit Kosten a, also Kosten ad®

@ d =b: Kosten ad® = abk = an € ©(n) auf Level k,
cnk = cnlog, n € ©(nlogn) fur den Rest

@ d < b: Kosten adk < abk = an € O(n) auf Level k,

1-d/b a6 <90

> cneQ(n)

k=1 i _ k
Rest: an(g) :ch < ch !
i=0
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Master-Theorem

Lésung von Rekursionsgleichungen

Satz (vereinfachtes Master-Theorem)
Seien a, b, ¢, d positive Konstanten und n = bk mit k € IN.

Betrachte folgende Rekursionsgleichung:

v 1@ falls n =1,
(n) = cn+d-r(n/b) fallsn>1.

Dann gilt:
e(n) falls d < b,
r(n) =4 ©(nlogn) fallsd=b,
O(n'°% ) falls d > b.
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Analyse rekursiver Funktionen

Divide-and-Conquer-Algorithmen

@ d>b: n=0>bk alsok = log, n = logpd - logy n

dk — dlogbn — diogdn-logbd — nlogbd

Kosten an'°%9¢c © (n"’gb auf Level k,

. K (d/b)k -1 B
Rest: c¢b —d/b—1 =
1— (b/d)¥
k k log, d
d d/b— 1 e(d)ee(n b)
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Ubersicht
@ Sortieren
@ Untere Schranke
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Untere Schranke

MergeSort hat Laufzeit O(nlog n) im worst case.

InsertionSort kann so implementiert werden, dass es im best case
lineare Laufzeit hat.

Gibt es Sortierverfahren mit Laufzeit besser als Q(nlog n) im worst
case, z.B. O(n) oder O(nloglog n)?

= nicht auf der Basis einfacher Schllsselvergleiche

Entscheidungen: x; <x; — ja/nein

Satz

Jeder vergleichsbasierte Sortieralgorithmus bendtigt im worst case
mindestens nlogn — O(n) € ©(nlog n) Vergleiche.
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Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

muss insbesondere auch funktionieren, wenn alle n Schlissel
verschieden sind

= Annahme: alle verschieden

Wieviele verschiedene Ergebnisse gibt es?
= alle Permutationen:

ny" 1 n"
n = \/2nn(g) (1+O =] = — V2nn

en

Binarbaum der Héhe h hat héchstens 2" Blatter bzw.
Binarbaum mit b Blattern hat mindestens Héhe log, b

= h > logy(n!) > nlogn —nloge + 4 log(2mn)
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Untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren

Entscheidungsbaum mit Entscheidungen an den Knoten:

Xo < Xg Xy < Xg
Xy < X3 X, < X3
X XoXs X, X Xa
X{ XgXo X3XqXo XoX3Xq XaXoXq

H. Taubig (TUM) GAD SS'14
Sortieren QuickSort
Ubersicht
@ Sortieren
@ QuickSort
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QuickSort

Idee:
Aufspaltung in zwei Teilmengen, aber nicht in der Mitte der Sequenz
wie bei MergeSort, sond? getrennt durch ein Pivotelement

10|15 (19| 1 | 14| 3
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Implementierung: effizient und in-place

quickSort(Element[] a, int £, int r) { P
/Hall...r]: zu sortierendes Feld
if (€<r){
p = alr]; // Pivot
inti=¢(-1; intj=r;
do{ //spalte Elementein al(,...,r — 1] nach Pivot p
do { i+ + } while (a[i] < p);
do{j——}while(j=¢ A alj] > p);
it (i < j) swap(alil. a[j]);
} while (i < j);
swap (a[i], a[r]); / Pivot an richtige Stelle
quickSort(a, ¢, i —1);
quickSort(a, i + 1, r);
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QuickSort abstrakt

quickSort {
Wahle Pivotelement;
// z.B. erstes, mittleres, letztes oder zufélliges Element

Splitte in kleinere und groBere SchlUssel bzgl. Pivotelement;
// entweder in temporére Arrays oder in-place
// ein Scan des Felds = O(n) Zeit

Sortiere Teilfeld mit kleineren Schlisseln (rekursiv);
Sortiere Teilfeld mit gréBeren Schllsseln (rekursiv);
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QuickSort: Laufzeit

Problem:

@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder gréf3tes aller
Elemente ist)

H. Taubig (TUM) GAD
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QuickSort: Laufzeit

Problem:

@ im Gegensatz zu MergeSort kann die Aufteilung in Teilprobleme
unbalanciert sein (also nur im Optimalfall eine Halbierung)

@ im worst case quadratische Laufzeit
(z.B. wenn Pivotelement immer kleinstes oder gré3tes aller
Elemente ist)

Lésungen:

@ wahle zufalliges Pivotelement:
Laufzeit O(nlog n) mit hoher Wahrscheinlichkeit

@ berechne Median (mittleres Element):
mit Selektionsalgorithmus, spater in der Vorlesung
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QuickSort

Laufzeit bei zufalligem Pivot-Element
@ Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)
e C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen

Satz

Die erwartete Anzahl von Vergleichen flir QuickSort mit zufallig
ausgewéhltem Pivotelement ist

C(n) < 2ninn <

1.39nlog, n
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QuickSort

Laufzeit bei zufalligem Pivot-Element
@ Zahle Anzahl Vergleiche (Rest macht nur konstanten Faktor aus)
e C(n): erwartete Anzahl Vergleiche bei n Elementen

Satz

Die erwartete Anzahl von Vergleichen flir QuickSort mit zuféllig
ausgewdéhitem Pivotelement ist

C(n) < 2ninn <

1.39nlog, n
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QuickSort

Beweis.
@ Betrachte sortierte Sequenz (e, ...

@ nur Vergleiche mit Pivotelement
@ Pivotelement ist nicht in den rekursiven Aufrufen enthalten

=

= ef und e werden hdchstens einmal verglichen und zwar dann,
wenn eff oder ejf Pivotelement ist
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QuickSort
Beweis.

@ Zufallsvariable Xj € {0, 1}

e’ und ej’ werden verglichen

B W

Cup=l =

C(n) = ZXU = ) E[X]
i<j
Zo.fyfxf; ] +27Pr [X; = 1]
i<f
= Y Pr[x;=1]
i<f
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QuickSort
Beweis.
_ n—1 n 2
C = ZPr[X'J—1]:Z_Z ——
i<j i=1 j=i+1
n—1 n—i+1 5 n=1n—i+1 1
- o= 2%
i=1 k=2 i=1 k=2
n—1 n 1 1
< 2 — = 2n-1)Y — = 2(n-1)(Hy-1
.=1;ng (n )kzzzk (n=1)(Hn—1)
< 2(n+1)1£hn+1) < 2ninn = 2nin(2)log,(n)
DJ
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QuikSort
QuickSort
Lemma /\
PrX; =11 =2/(—i+1) & J
Beweis.

@ Sei M= {e ,...,ej’}

@ Irgendwann wird ein Element aus M als Pivot ausgewahilt.
@ Bis dahin bleibt M immer zusammen.

@ e’ und ejf werden genau dann direkt verglichen, wenn eines der
beiden als Pivot ausgewahlt wird

@ Wahrscheinlichkeit:

2
j—i+1

Prle/ oder ej aus M ausgewéhlt] = M =
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QuickSort

Verbesserte Version ohne Check fir Array-Grenzen
gSort(Element[] a, int £, int r) {
while (r — € = ng) {
J = pickPivotPos(a, ¢, r);
swap(alfl.alll);  p=alt];
inti={¢; intj=r;
repeat {
while (a[i] < p) do i+ +;
while (a[j] > p) do j——;
it (i <Jj) { swap(a[i], a[j]);
}until (7> );
if (i< (f+r)/2
‘ else

i++ j—=:}

{ gSort(a {j); =1}
{qSOrt( 1), :,l

}

insertionSort(a, ¢, r);

H. Taubig (TUM)




s
Ubersicht
© sortieren
@ Selektieren
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Rang-Selektion

@ Bestimmung des kleinsten und gré3ten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit méglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
z.B. beim | n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:

Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

Naive Lésung: Sortieren und k-tes Element ausgeben

= Zeit O(nlog n)

Geht das auch schneller?
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somtan
Rang-Selektion

@ Bestimmung des kleinsten und gréf3ten Elements ist mit einem
einzigen Scan Uber das Array in Linearzeit méglich

@ Aber wie ist das beim k-kleinsten Element,
z.B. beim | n/2]-kleinsten Element (Median)?

Problem:

Finde k-kleinstes Element in einer Menge von n Elementen

H. Taubig (TUM) GAD
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Selektieren

QuickSelect

Ansatz: &hnlich zu QuickSort, aber nur eine Seite betrachten

511 3(10]19 |14

113 |5 10]19|14

H. Taubig (TUM) GAD
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somsar
QuickSelect

Methode analog zu QuickSort

Element quickSelect(Element[][@ int [, int r, int k) {
/l'a[l...r]: Restfeld, k: Rang des gesuchten Elements
if (r ==1) return all];
int z = zufallige Positionin {/,...,r}; swap(a[z]. a[r]);
Elementp = ar]; inti=/1-1; intj=r;
do{ // spalte Elementein a][l,...,r — 1] nach Pivot p

do i + + while (a[i] < p);
do j— — while (a[j] > p &&j # I);

if (i < j) swap(ali], a[j]);
J while (i <j);
| swap (ali], a[r]); // Pivot an richtige Stelle
if (k <_i) return quickSelect(a, I, i =1, k);
if (k > i) return quickSelect(a, i + 1, r, k);
else return alk]; // k == -

}

S8'14
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QuickSelect

Alternative Methode

Beispiel

s k\ abec

(3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8,9) 7

(1,1)(2)(3,4,5,9,6,5,3,5,8,9)

(3,4,5,9,6,5,3,5,8,9) 4
(3,4,5,5,3,5) 4

stehen.

Hier wurde das mittlere Element als Pivot verwendet.

(3,4,5,5,3,5) (6) (9,8,9)
(3,4,3) (5,5,5) ()

In der sortierten Sequenz wirde also an 7. Stelle das Element 5

H. Taubig (TUM) GAD
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somtan
QuickSelect

Alternative Methode

Element select(Element[] s, int k) {

assert(|s| > k):
Wahle p € s zuféllig (gleichverteilt);
Element[]a ={ees: e <p};
if (lal > k)

return select(a,k);
Element[]b:={ees:e=p};
if (|al + |b| = k)

return p;

Element[]c:={ees:e>p};

return select(c,k —lal — |b]);
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QuickSelect

teilt das Feld jeweils in 3 Teile:
a Elemente kleiner als das Pivot
b Elemente gleich dem Pivot
¢ Elemente gréBer als das Pivot

T(n): erwartete Laufzeit bei n Elementen

Satz

Die erwartete Laufzeit von QuickSelect ist linear: T(n) € O(n).
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QuickSelect

Beweis.

@ Pivot ist gut, wenn weder a noch ¢ langer als 2/3 der aktuellen
FeldgroBe sind:

schlecht - schlecht

= Pivot ist gut, falls es im mittleren Drittel liegt

p = Pr[Pivot ist gut] = 1/3

somtan
QuickSelect

Beweis.

@ Pivot ist gut, wenn weder a noch c langer als 2/3 der akiuellen
FeldgréBe sind:

schlecht - schlecht

= Pivot ist gut, falls es im mittleren Drittel liegt

p = Pr[Pivot ist gut] = 1/3

Erwartete Zeit bei n Elementen
@ linearer Aufwand aufBBerhalb der rekursiven Aufrufe: cn
@ Pivot gut (Wsk. 1/3): Restaufwand < T(2n/3)
@ Pivot schlecht (Wsk. 2/3): Restaufwand < T(n—=1) < T(n)
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QuickSelect Ubersicht
Beweis.
T(n) < cn+p-T(n-2/3)+(1-p)-T(n) @ Sortieren
p-T(n) < cn+p-T(n-2/3)
T(n) < cn/p+T(n-2/3)
< cn/p+c-(n-2/3)/p+ T(n-(2/3)?)
... Wwiederholtes Einsetzen
< (en/p)(1+2/3+4/9+8/27 +...) @ Schnelleres Sortieren
< &Y (23y
i=0
cn 1
< m-1_2/3_90n60(n)
H. Taubig (TUM) GAD 8814 264 H. Taubig (TUM) GAD S8'14




