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Beweis:
Aus der Definition des Matroids (1.) folgt, dass die leere Menge §) eine unabhingige
. Menge ist.
4.4 Greedy-Algorithmus &
Sei M = (S,U) ein Matroid, w : S — R eine Gewichtsfunktion.
algorithm greedy(S,U,w)
B :=¢
while (|B|<r(M)) do
seiz € {yeS\B;BU{y} € U} mit
minimalern Gewicht
B := BU{z} @
od
end
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Beweis (Forts.):

Sei weiter B = {,..., 0.} eine minimale Basis, und es gelte 0. B.d. A.

w(t) < w(th) < ... < w(t)).
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Beweis (Forts.):

Sei weiter B/ = {b},...,b.} eine minimale Basis, und es gelte 0. B.d. A.

w(by) <w(bh) <. <w(b).

Seii € {1,...,r}. GemiB Eigenschaft 3 fiir Matroide folgt, dass es ein
b e {bl,... b} gibt, so dass {b1,...,bi_1,0/} € U.

Damit ist w(b;) < w(b}) (fiir alle i), und daher wegen der Minimalitat von B’

w(b;) = w(bl) fiir alle ¢ .
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4.5 Minimale Spannbiaume

Satz 309
Sei G = (V, E) ein zusammenhangender, ungerichteter Graph, F C 27 die Menge der
kreisfreien Teilmengen von E. Dann ist M = (E, F) ein Matroid mit Rang |V| — 1.
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Beweis (Forts.):

@ Sind A und B kreisfrei,

kreisfrei ist:

B| = |A| + 1, dann existiert ein b € B, so dass AU {b}
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Beweis (Forts.):

© Sind A und B kreisfrei, |B| = |4]| + 1, dann existiert ein b € B, so dass A U {b}
kreisfrei ist:

Wir betrachten die Wilder (V, A) (mit |A| Kanten und |V| — | 4]
Zusammenhangskomponenten) und (V, B) (mit |B| Kanten und |V| — |B]|
Zusammenhangskomponenten). Diese Bedingungen lassen zwei Moglichkeiten zu:
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Beweis (Forts.):
© Sind A und B kreisfrei, |B| = |A4| + 1, dann existiert ein b € B, so dass AU {b}
kreisfrei ist:
Wir betrachten die Wilder (V, A) (mit |A| Kanten und |V| — | 4]
Zusammenhangskomponenten) und (V, B) (mit |B| Kanten und |V| — |B]|
Zusammenhangskomponenten). Diese Bedingungen lassen zwei Moglichkeiten zu:
verbindet. Damit ist A U {e} kreisfrei.
O
Diskrete Strukturen 4.5 Minimale Spannbsume

@ Es existiert eine Kante e in B, die zwei Zusammenhangskomponenten in (V, A)
@ Alle Kanten in B verlaufen innerhalb der Zusammenhangskomponenten in (V) A).
(V, A) besitzt jedoch eine Zusammenhangskomponente mehr als (V, B). Daher muss

es eine Zusammenhangskomponente in (V, A) geben, deren Knoten nicht in (V, B)
auftauchen, was einen Widerspruch darstellt.
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Kruskals Algorithmus:

algorithm kruskal
sortiere E aufsteigend: w(er) <... < w(em).
F =g
1 =0
while |FI<|V|-1 do
1 ++
if F U {e;} kreisfrei then
F := FU{e;}
£i
od
end
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Kruskals Algorithmus:

algorithm kruskal
sortiere E aufsteigend: w(er) < ... < w(ey,).
F =0
1 :=0
while |FI<|V|-1 do
1 ++
if F U {e;} kreisfrei then
F := FU{e;}
£i
od
end
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Satz 310

Kruskals Algorithmus bestimmt (bei geeigneter Implementierung) einen minimalen
Spannbaum fiir G = (V| E) in Zeit O(|E| . log(\V\)).
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Implementierung des Tests auf Kreisfreiheit:

Reprasentation der Zusammenhangskomponenten:

Feld Z: Z[i] ist die Zusammenhangskomponente des Knoten ¢.

Feld N: N[j] ist die Anzahl der Knoten in der Zusammenhangskomponente j.
Feld M: M|j] ist eine Liste mit den Knoten in der Zusammenhangskomponente j.

Diskrete Strukturen
@Emst W. Mayr




=% Fie Edt View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

=15lx|

7% Fle Edit View Document Comments Forms Took Advanced Window Help

M @ 9 bi [50]awsorisa Ik &

B
(.3

o rs000 Q0087

& & & 7 |-
Y 172

- [Efreen - & - A

Fortsetzung
co FU{e} kreisfrei & Z[4]1#Z[5] oc
if Z[4]1#Z[5] then
if N[Z[4]] <= N[Z[j]1] then

BigSet := Z[j]
SmallSet := Z[41]
else
BigSet := Z[4]
SmallSet := Z[j]
£i
N[BigSet] := N[BigSet] + N[SmallSet]
for all k € M[SmallSet] do
Z[k] := BigSet
od
hinge M[SmallSet] an M[BigSet] an

£i
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Beweis (Forts.):
Zeitbedarf fiir den Test: O(1) fiir jede Abfrage, damit dafiir insgesamt

O(El).

Zeitbedarf fiir das Umbenennen der Zusammenhangskomponenten: Nach jedem
Umbenennen befindet sich ein Knoten in einer mindestens doppelt so groBen
Zusammenhangskomponente. Daher ist die Anzahl der Umbenennungen je Knoten
< log(]V]). Fiir das Umbenennen aller Knoten benétigt man dann

O(\V\ -log(WD).
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Bemerkung:
Es gibt Algorithmen fiir minimale Spannbiume der Komplexitit O(m + n - log n)
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Bemerkung:
Es gibt Algorithmen fiir minimale Spannbiume der Komplexitat O(m + n - log n)
und, fiir diilnnbesetzte Graphen, der Komplexitit O(m - log* n), wobei

log*r = 1;16111\}{71: log(log(- --log(z) - - )) < 1}.

n
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5. Spezielle Pfade
5.1 Eulersche Pfade und Kreise

Definition 311

Ein Pfad bzw. Kreis in einem Graphen (Digraphen) heiBt eulersch, wenn er jede Kante
des Graphen genau einmal enthilt.

Ein Graph (Digraph) heiBt eulersch, wenn er einen eulerschen Kreis enthilt.

Diskrete
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Bewels:

w=
Ein eulerscher Graph muss notwendigerweise zusammenhingend sein. Die
Knotengrade miissen gerade sein, da fiir jede zu einem Knoten (auf dem
eulerschen Kreis) hinfiihrende Kante auch eine von diesem Knoten weiterfiihrende
Kante existieren muss, da sonst der eulersche Kreis nicht fortgefiihrt werden kann.
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5. Spezielle Pfade
5.1 Eulersche Pfade und Kreise

Definition 311

Ein Pfad bzw. Kreis in einem Graphen (Digraphen) heiBt eulersch, wenn er jede Kante
des Graphen genau einmal enthilt.

Ein Graph (Digraph) heiBt eulersch, wenn er einen eulerschen Kreis enthilt.

Satz 312
Ein Graph besitzt genau dann einen eulerschen Kreis (Pfad), wenn er
zusammenhéngend ist und alle (alle bis auf zwei) Knoten geraden Grad haben.
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Beweis:

1

nw=
Ein eulerscher Graph muss notwendigerweise zusammenhangend sein. Die
Knotengrade miissen gerade sein, da fiir jede zu einem Knoten (auf dem
eulerschen Kreis) hinfithrende Kante auch eine von diesem Knoten weiterfiihrende
Kante existieren muss, da sonst der eulersche Kreis nicht fortgefiihrt werden kann.
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Satz 313

Beweis (Forts.):

=
Konstruktion des eulerschen Kreises: Man suche einen beliebigen Kreis im
Graphen (muss aufgrund der Voraussetzungen existieren). Sind noch Kanten
unberiicksichtigt, suche man auf dem Kreis einen Knoten, der zu noch nicht
verwendeten Kanten inzident ist.
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Ein Digraph besitzt genau dann einen eulerschen Kreis (Pfad), wenn er stark
zusammenhingend ist und fiir alle Knoten der In-Grad gleich dem Aus-Grad ist (wenn
fiir einen Knoten In-Grad = Aus-Grad — 1, fiir einen weiteren Knoten

In-Grad = Aus-Grad + 1 gilt und fiir alle anderen Knoten der In-Grad gleich dem
Aus-Grad ist).
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5.2 Hamiltonsche Pfade 5.2 Hamiltonsche Pfade
Ein Pfad (Kreis) in einem Graphen (Digraphen) heiBt hamiltonsch, wenn er jeden

Knoten genau einmal enthalt. Knoten genau einmal enthilt.

Ein Pfad (Kreis) in einem Graphen (Digraphen) heiBt hamiltonsch, wenn er jeden

Ein Graph (Digraph) heiBt hamiltonsch, wenn er einen hamiltonschen Kreis enthilt.

Beispiel 314 (Das Konigsberger Briickenproblem)

Diskrete Strukturen
®©Ernst W. Mayr

Diskrete Strukturen
@©Emst W. Mayr

T Fle Edt View Document Comments Forms Tools Advanced Window

Help

i @ B b [52|cusorsn 1y &) & | © @ [ |-

- [E] et - & - ) @ /ﬁ

6. Kiirzeste Wege

Gegeben sind ein (Di)Graph G = (V, E) und eine Gewichtsfunktion
w : E— RTU{+o0}. 0.B.d. A sei G vollstindig, damit auch zusammenhingend.
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6.1 Der Floyd-Warshall-Algorithmus fiir apsp
Gegeben sind ein (Di)Graph G = (V, E) und eine Gewichtsfunktion
w : E— RTU{400}. Sei0.B.d.A. V ={0,...,n —1}. Eine Gewichtsmatrix ist wie
folgt definiert:
Problemstellungen: D= (u,(vi, Uj)) 0<icn
@ Gegeben u,v € V, berechne d(u,v). 0sj<n
Diskrete Strukturen Diskrete Strukturen
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algorithm Floyd

for i=0 to n-1 do

for j=0 to n-1 do
DOli, 5] = w(v;,v; )
od Satz 3156
od Der Floyd-Algorithmus berechnet fiir alle u,v € V? die Linge eines kiirzesten Weges
for k=0 to n-1 do zwischen u und v, und zwar mit Zeitbedarf ©(n®) und Platzbedarf ©(n?).
for =0 to n-1 do
for j=0 to n-1 do
D*¥*1[4,5] := min{D*[4,7],
D®[4,k]+D% [k, 51}
od
od
oa
end
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algorithm Floyd
for =0 to n-1 do
for j7=0 to n-1 do

DOli, 5] = wlv;,v; )
od
od
for k=0 to n-1 do
for i=0 to n-1 do
for j=0 to n-1 do
DF*[4i,5] := min{D*[4,7],

D¥[4,k]+D* [k, 51}

e T
od Sﬁ\q/‘

end 4
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Satz 315
Der Floyd-Algorithmus berechnet fiir alle u,v € V* die Linge eines kiirzesten Weges
zwischen u und v, und zwar mit Zeitbedarf ©(n?) und Platzbedarf ©(n?).
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Bemerkungen:

© Zur Bestimmung der eigentlichen Pfade (und nicht nur der Entfernungen) muss
bei der Minimum-Bestimmung jeweils das k gespeichert werden.
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Bemerkungen:
© Zur Bestimmung der eigentlichen Pfade (und nicht nur der Entfernungen) muss
bei der Minimum-Bestimmung jeweils das & gespeichert werden.

@ Der Algorithmus funktioniert auch, wenn negative Kantengewichte vorhanden
sind, es jedoch keine negativen Kreise gibt.

© Die Erweiterung auf Digraphen ist offensichtlich.
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