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4.12 Das Master-Theorem

Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren stoBt man oft auf Rekursionen, die

sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihrt der
Mergesort-Algorithmus in der Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

Cp = CLR/ZJ + C[H/Z'\ +n

fiirallen > 1

und Cy =0.
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4.12 Das Master-Theorem

Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren stoBt man oft auf Rekursionen, die
sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihrt der
Mergesort-Algorithmus in der Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

C, = CU!/?J +C[n/2'\ +n firallen >1 und Cp =0.

Lést man allgemein ein Problem der GroBe n dadurch, dass man es in @ Teilprobleme
der GréBe hachstens n/b aufteilt, so erhilt man fiir die Laufzeit T'(n) eine Rekursion
der Form

T'(n) <a-T(n/b)+ f(n),

wobei f(n) die Laufzeit fiir die Aufteilung in Teilprobleme und fiir das Zusammenfiigen
der Lésungen der Teilprobleme ist.
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4.12 Das Master-Theorem

Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren stéBt man oft auf Rekursionen, die
sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihrt der
Mergesort-Algorithmus in der Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

Cp = C\_n/2j +C"m/2" +n firalen>1 und Ci =0.
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4.12 Das Master-Theorem

Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren stoBt man oft auf Rekursionen, die
sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihrt der
Mergesort-Algorithmus in der Standardvariante zu der Rekursionsgleichung

Cp = Clna + Cppjop +n fiirallen>1 und C7p=0.

Lost man allgemein ein Problem der GroBe n dadurch, dass man es in a Teilprobleme
der GréBe hochstens n/b aufteilt, so erhilt man fiir die Laufzeit T'(n) eine Rekursion
der Form

T(n)<a-T(n/b)+ f(n),

wobei f(n) die Laufzeit fiir die Aufteilung in Teilprobleme und fiir das Zusammenfiigen
der Losungen der Teilprobleme ist.
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Satz 227 (Master-Theorem)
Seien a € N, b > 1 und C' > 0 Konstanten, und sei f(n) eine nichtnegative Funktion.

Weiter seien ¢1(n),. .., ¢q(n) Funktionen mit |¢;(n)| < C' fiir alle 1 < i < a und
n € Ng. Ist dann T'(n) eine Funktion, die fiir n = 1 gleich 0 ist und die fiirn > 1 die
Rekursionsgleichung

T(n) =T(n/b+c1(n)) +-- +T(n/b+ co(n)) + f(n)

erfiillt, dann gilt

O(nlogr ), falls f(n) = O(n'8*~) fiir ein € > 0,
T(n) = { O logn), falls f(n) = O(n'°% % . log’n) £.§ >0,
O(f(n)), falls f(n) = Q(n'°8» %< fiir ein € > 0.

Diskrete Strukturen 4.12 Das Master-Theorem

@©Emst W. Mayr




=% Fie Edt View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

=15lx|

X Fle Edic View

w Document Comments Forms Took Advanced

window _Help

=lelx|

@ P i [ assornn 1k &Y (6 & [0 - - B &- A HH R =0 2,00 QLS

Satz 227 (Master-Theorem)
Seien a € N, b>1 und C > 0 Konstanten, und sei f(n) eine nichtnegative Funktion.

Weiter seien ¢1(n),. .., cq(n) Funktionen mit |e;(n)| < C fiir alle 1 < i < a und
n € No. Ist dann T'(n) eine Funktion, die fiir n = 1 gleich 0 ist und die fiir n > 1 die
Rekursionsgleichung

T(n) =T(n/b+c1(n)) +--+T(n/b+c.(n)) + f(n)
erfiillt, dann gilt
falls f(n) O(n@f) fiir ein € > 0,

), falls f(n) = O(n'%9 . log® n) f. 6 > 0,
falls f(n) = Q(nlogs +€) fiir ein € > 0.
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Fiir den Beweis des Master-Theorems verweisen wir auf die Literatur, z.B. in:

[3 Verma, Rakesh M.:
A general method and a master theorem for divide-and-conquer recurrences with
applications.
J. Algorithms 16(1), pp. 67-79, 1994

Roura, Salvador:

An improved master theorem for divide-and-conquer recurrences.

Proceedings of the 24th International Colloquium on Automata, Languages and
Programming, ICALP'97 (Bologna, ltaly, July 7-11, 1997). LNCS 1256,

pp. 449-459, 1997
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Satz 228 ("Baby-Version” des MT)
Wenn die Funktion T' fiir x < 1 gleich O ist und wenn fiir x > 1 die Rekursion

T(z) = aT (2/b) +z

gilt (also T'(1) = 1), dann gilt fiir n = b* eine ganzzahlige Potenz von b:

=" falls a < b,
T(n) = (14 0(1)) - { nlogyn, falls a = b,
ﬁnlogb“, falls a > b .
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Satz 228 (“Baby-Version” des MT)

Wenn die Funktion T' fiir 2 < 1 gleich 0 ist und wenn fiir x > 1 die Rekursion
T(x) =al (z/b) +x

gilt (also T'(1) = 1), dann gilt fiir n = b' eine ganzzahlige Potenz von b:

= falls a < b,
nlogy,n, falls a = b,

ﬁnlogb“, falls a > b .

T(n) = (1+o(1)) -
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Beweis: Beweis:
Zuerst wenden wir die Rekursionsgleichung so oft an, bis wir die Anfangsbedingung Zuerst wenden wir die Rekursionsgleichung so oft an, bis wir die Anfangsbedingung
erreichen. Wir haben also erreichen. Wir haben also
T(n) =n+aT(n/b) T(n) =n+aT(n/b)
n n
=n+ ay + a*T'(n/6%) =n+ ay +aT'(n/b?)
n n n n
=n+ aE + a.zb—2 + aST(n/bS) =n+ ag + azﬁ + aST(n/b‘g)
n n n n
:7r+ag+a.2b—2 o dT(n/bY), :n.+ag+a2? -+ a'T(n/bh),
wobei t = logy, n. wobei ¢ = log;, n. Also
a at
Tw)=n|l+++-+—
b b
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Beweis:

Beweis (Forts.):
Fallunterscheidung;:
a < b In diesem Fall konvergiert die Summe und wir erhalten:

N\ k b
T(n) <n ) n.
%(b) b—a
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Zuerst wenden wir die Rekursionsgleichung so oft an, bis wir die Anfangsbedingung
erreichen. Wir haben also

T(n) =n+al(n/b)

n+ a% +a®T'(n/b?)

=n+al +a2 2+ aPT(n/b?)

b b2
no an . .
:n.+ag+a§ -+ a'T(n/b),

wobei t = logy, n. Also

t
T(n‘):n(ljt%jL.,.jL%t)
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Beweis (Forts.):
Fallunterscheidung:
a < b: In diesem Fall konvergiert die Summe und wir erhalten:

T(n) < nz (%)L = bfan .

k>0
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Beweis (Forts.):

a > b: Wir erhalten:
a\t b bt”
T(n) = (_) 12204
(n)=n 3 (+a+ +at)

an 2 3)
n —
~ a—0\D

_a alog;b n
a—>b

a
_ nlogb a ;
b

da t = logy n. O
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Beweis (Forts.):

a > b: Wir erhalten:

da t = log;, n. O
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Kapitel IV Graphen und Algorithmen
1. Grundlagen

Definition 229

Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V' von Knoten (aka Ecken, engl.
vertex, vertices) und einer (Mehrfach-)Menge E C V' x V von Paaren (u,v) € V x V|
genannt Kanten (engl. edges).
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Ein Graph heiBt ungerichteter Graph, falls fir alle (u,v) € E auch (v,u) € E ist. Man 1.1 Schlingen
schreibt dann E auch als Menge von ungeordneten Paaren {u,v} von Kanten.
Definition 230

Eine Schlinge ist eine Kante der Form (u,u) bzw. {u,u}.

u u
Diskrete Strukturen Diskrete Strukturen 1.1 Schlingen
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1.2 Mehrfachkanten 1.3 Einfache Graphen
Definition 231 Definition 232
Ist £ eine Multimenge (d. h. Kanten treten mit Vielfachheit auf), sind die Kanten mit Ein Graph heiBt einfach, falls er keine Schlingen oder Mehrfachkanten enthilt.

Vielfachheit 2 oder groBer Mehrfachkanten.
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1.4 Bipartiter Graph
Der K4 lasst sich auch kreuzungsfrei zeichnen:

Definition 235
Ein Graph heiBt bipartit, falls sich V' in V1 W Vo mit V1 # (0 # Va so partitionieren l3sst,

N \ dass gilt:

‘ (Ve € E)[e € (Vi x Vo) U (Va x W1)]
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1.5 Volistindiger bipartiter Graph

Definition 237
Ein bipartiter Graph G = (V1, Vi, E) heiBt vollstandig, falls £ = V; x Vo U Vo x V).
(Notation: K, ,,, mit m = |V1],n = [V5])

Bemerkung:
Schreibweise fiir bipartite Graphen:

G = (W, V2, E)
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1.6 k-partiter Graph 1.7 (Bindrer) Hyperwiirfel

Definition 239 Definition 241

Ein Graph heiBt k-partit (k € N,k > 2), falls es eine Partition V = VW VoW ... WV} Ein Graph & = (V, E) heiBt n-dimensionaler bindrer Hyperwiirfel (aka @Q,), falls

mit V; #0,i=1,...,k gibt, so dass V=V, ={0,1}" mit

(Vee E)ee Vi x Vj;1 <i,j < k,i#j] E = {{v, w} € V,2; Hamming-Abstand (v, w) = 1},
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1.7 (Bindrer) Hyperwiirfel

Definition 241
Ein Graph G = (V, E) heiBt n-dimensionaler bindrer Hyperwiirfel (aka @,,), falls
V =V, ={0,1}" mit

E= {{v, w} € V,.2; Hamming-Abstand (v, w) = 1}.

Beispiel 242

ﬁg
e o—o @
Q2 Q3

Diskrete Strukturen 1.7 (Bindrer) Hyperwirfel Diskrete Strukturen 1.7 (Bindirer) Hyperwirfel
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: T
P
i Fiir die Anzahl der Knoten in @, gilt:
il I
! Vi=2"
a2 I
— =
= saiidii
Qs: 8-dimensionaler Hyperwiirfel
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1.8 Pfade Definition 245
Definition 243 Ein Pfad heiBt einfach, falls alle Knoten paarweise verschieden sind.

@ Ein Pfad der Linge n ist eine Folge (vy,va,...,v,) von Knoten eines Graphen
G = (V,E), so dass (v;,v;41) € Efuralle i =1,...,n—1.
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. Beispiel 249
1.10 Gitter P
Definition 248
Ein Graph G = (V, E) heiBt ein m-n-Gitter (zweidimensionales Gitter mit den
Seitenlingen m und n, i. Z. M, ), falls V- ={1,...,m} x {1,...,n} und
{(Z'J)~(1‘:‘Z)} EE ‘i_k"f"j_”:l
——
Kante zwischen
Knoten (i, 5) *e——o
und Knoten (k, 1)
Mo M3y My 3
Diskrete Strukturen 1.10 Gitter Diskrete Strukturen 1.10 Gitter
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1.11 Torus

Definition 250
Ein Graph G = (V, E) heiBt zweidimensionaler Torus (pl. Tori) mit den Seitenlingen m
und n, falls V. ={1,...,m} x {1,...,n} und

{(4,§),(k,)} e E —>
[(i — k) mod m| + |(j — ) mod n| =1
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1.12 Petersen-Graph

Definition 252
Der folgende Graph heit Petersen-Graph:
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