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Intuitiv bedeutet  §(q,a) = (¢',b. D):

——
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Definition 5.9
Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel
M =(Q,%,T,6,q,0,F) so dass
@ () ist eine endliche Menge von Zustanden.
@ X ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet.
@ [ ist eine endliche Menge, das Bandalphabet, mit ¥ C I
0 0:QxTI' > QxI'x{L,R,N} ist die Ubergangsfunktion.
0 darf partiell sein.
® gy €  ist der Startzustand.
e O eI\ X ist das Leerzeichen.
@ I C () ist die Menge der akzeptierenden oder Endzustédnde.

Annahme: §(q,a) is nicht definiert fiir alle ¢ € F und a € T.

Eine nichtdeterministische Turingmaschine hat eine

Ubergangsfunktion §: Q x I' — P(Q x I' x {L, R, N}).
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Definition 5.10
Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Tripel
(a,q,8) eI x Q x I'™*.
Dies modelliert
e Bandinhalt: ...0af0O...
@ Zustand: g

o Kopf auf dem ersten Zeichen von 50

Die Startkonfiguration der Turingmaschine bei Eingabe w € ¥* ist
(_6; qo, g)
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Die Berechnung der TM M wird als Relation —p; auf
Konfigurationen formalisiert. Falls 0(q, first(3)) = (¢, ¢, D):

(a, ¢, c rest(B)) falls D = N

(e, q,B) = | (ac, ¢, rest(B))

(butlast(a), ¢, last(a) ¢ rest(B)) falls D =1L
— . e T &

falls D =R

Die Berechnung der TM M wird als Relation — s auf
Konfigurationen formalisiert. Falls 0(q, first(3)) = (¢, ¢, D):
DTN e

(a, ¢, c rest(B)) falls D = N

(e, q,B8) =wm < (ac, ¢, rest(B))
(butlast(a), ¢, last(a) ¢ rest(B)) falls D =1L

falls D =R

wobei
first(aw) = a first(e) = 0O
rest(aw) = w rest(e) = €
last(wa) = a last(e) = O

butlast(wa) = w  butlast(e) = €

fira €' und w € T*.

Falls M nichtdeterministisch ist/d(q,ﬁrst(ﬂ)) > (¢, ¢, D)
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Die Berechnung der TM M wird als Relation — ;s auf
Konfigurationen formalisiert. Falls d(q, first(3)) = (¢, ¢, D):

falls D =N
falls D = R

(a, ¢, c rest(B))
(o, q,8) = § (ac,q, rest(6))
(butlast(a), ¢, last(a) ¢ rest(3)) falls D =L

wobei

butlast(wa) = w | butlast(e) =€

fir a € T und w € T'*.

Beispiel 5.11 (Unar +1)
T T
M = ({g, [}, {1}, {1, 0}, 6,¢,0.{f})
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Beispiel 5.11 (Unar +1)
M = ({g, [}, {1}, {1, 0}, 6,¢,0,{/})

6(¢,0) = (f,1,N)
6(¢;1) = (¢, 1, R)

Beispiel 5.11 (Unar +1)
M = ({g, [}, {1}, {1, 0}, 6,¢,0,{/})

6(¢,0) = (f,1,N)
6(¢;1) = (¢, 1, R)

e Beispiellauf:

(67 q, 11) —M (17Q7 1) —M

240

240

Beispiel 5.11 (Unar +1)
M = ({g, [}, {1}, {1, 0}, 6,¢,0.{f})

6(¢,0) = (f,1,N)
o(g;1) = (¢,1,R)

o Beispiellauf:

(67 q, w —M
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Beispiel 5.11 (Unar +1)
M = ({g, [}, {1}, {1, 0}, 6,¢,0.{f})

6(¢,0) = (f,1,N)
o(g;1) = (¢,1,R)

o Beispiellauf:

(67 q, 11) —M <1>Q> 1) —M (117QJ€) —M (117f7 1)
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Eine graphische Notation fiir d(p,a) = (g, b,d):

—— -

ol g

Beispiel 5.12 (Bindr +1)
ZB 1011 — 1100

M = (g0, 01 92.97}, 10,1}, {0, 1.0} 5o, 0. {a5})

Beispiel 5.12 (Binar +1)
ZB 1011 — 1100

Beispiel 5.12 (Bindr +1)
ZB 1011 — 1100

M= ({QO7 q1, 42, Qf}7 {07 1}7 {07

wobei

6(20,0) = (0,0, R)
6(q0,1) = (q0,1, R)
6(q0,0) = (q1,0,L)

(

1,0}, 8,90,0,{qr}}

6(q1,1) = (q1,0,L)
6(q1,0) = (q2,1,L)
5((]17 ) (Qf717N)
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1/0,¢ Z//;’é

|j/l'],(,)@ 0/7,L )Q

Beispiel 5.12 (Binar +1)
ZB 1011 — 1100

M = ({q0, 01,92, qr},{0,1},{0, 1,00}, 6, 90,3, {qs} }

wobei

6(g0,0) = (0,0, R) 6(q1,1) = (¢1,0,L) 5(q2,0) = (g2,0,L)
6(g0,1) = (90,1, R) 6(q1,0) = (q2,1,L) 6(q2,1) = (g2,1,L)
6(¢0,00) = (q1,00,L) 0(q1,00) = (g5, 1, N) 6(q2,00) = (¢,00, R)
Beispiellauf:

(€,40,101) —ar (1,q0,01) —as (10,q0,1) —ar (101, qo, €)
(107(]17 ID) —M (1,(]1,00D) — M

—M
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Be|sp|el 5.12 (Bindr +1)

101<IH1100 ,,/0 3 h

4/4,L
, L

‘ !24 U/{qm‘ﬂ QT;Qf}O{qu} {07 @757 qo,ﬂ? {qf}}

’

5((]07 ) = (QO;O,R) = q17 @//?( = Q2707L)
5((]07 ) = (QO;LR) = 112; = Q2717L)
6((]07 = Q1;D L : f7 7 q27 ) = (Qf7D7R)
Beispiellauf:

(€,90,101) — s (1,0,01) —

Beispiel 5.12 (Binar +1)
/B 1011 +— 1100

M= ({QO7 q1, 42, Qf}7 {07 1}7 {07 17‘:‘}: 57 QO7D7 {Qf}}

wobei
5((]070) = (90:07R) 5((]17 ) = (Q170aL) 5((12: ) = (Q2707L)
5((]071) = (q0717R) 5((]17 ) = (q2717L) 5((]2: ) = (Q2717L)
6((]07']) = (Q1,|:|,L) 5((]17 ) = (Qf,l,N) 5(q27 ) = (Qf7D7R)
Beispiellauf:

(67(]07 101) —M (17QO701) —M (107QO7 1) —M

(10,q1,10) —ar (1,¢1,000) —ar
(67(]27 IOD) —M

(101, go,€)

—M
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Beispiel 5.12 (Bindr +1)
ZB 1011 — 1100

M = (g, degr )01, 10,10k 6.0, O, g}

wobei

6(g0,0) = (90,0, R) 6(q1,1) = (q1,0,L) 6(q2,0) = (g2,0,L)
6(qo,1) = (q0,1,R) 6(q1,0) = (q2,1,L) 6(q2,1) = (g2, 1,L)
6(q0,0) = (@1,0,L) 6(q1,00) = (7,1, N) 6(q2,0) = (gr,, R)

Beispiellauf:

(€7QO7 101) —M (17QO701) —M (107(]07 1) —M (10179'076) —M
(10,¢1,10) = (1, ¢1,000) — s
(€,q2,1100) —ar (€, g2, 01100) —ps

Definition 5.13
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

L(M) ={we X" [Jq € F,a,B €I (€ g0, w) =}y (o, q,8)}

Eine Funktion f : ¥* — X* heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle u,v € ¥* gilt

fluy=v <& 3FrekF (equ) =y (0...0,rv0...0)

: N*¥ — N heiBt Turing-berechenbar gdw es eine

Eine Funktion
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle ny,...n.,m € N gilt

fny,...,n,) =(m) &

dr e F. (e
—y (O

bin(ni)#bin(ngy
O,r,bin(m)0...0

wobei bin(n) die Binadrdarstellung der Zahl n ist.

—

T
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Definition 5.13
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

LM)={weX"|3ge F,a,pel". (¢q,w) =y (a,q,8)}

Eine Funktion f : ¥* — ¥* heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle u,v € ¥* gilt

flu)=v < @(e,qg,u)%h(D..D,@vD...D_)/

ﬂj&x:j‘w(u

Zum Halten/Terminieren von TM
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Zum Halten/Terminieren von TM

Eine TM halt wenn sie eine Konfiguration (a, g, a$3) erreicht und
d(g, a) nicht definiert oder (bei einer nichtdetermistischen TM)
(g, a) = 0.

Nach Annahme hilt eine TM immer, wenn sie einen Endzustand
erreicht. Damit ist die von einer TM berechnete Funktion
wohldefiniert.

Zum Halten/Terminieren von TM
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Zum Halten/Terminieren von TM

Intuitiv bedeutet

—* ( a rvp)

6(q,a) = (d', b.lﬁ
@ Wenn sich M i@stand q befindet,

o und auf dem B

)

a liess,
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Satz 5.14
Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).

Beweis:

M durchsucht den Baum der Berechnungen von N in
Breitensuche, beginnend mit der Startkonfiguration (e, g, w), eine
Ebene nach der anderen.
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Satz 5.15
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

2446

Satz 5.14
Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).

Beweis:

M durchsucht den Baum der Berechnungen von N in
Breitensuche, beginnend mit der Startkonfiguration (e, ¢, w), eine
Ebene nach der anderen.

Gibt es in dem Baum (auf Ebene@ eine Konfigurationen mit
Endzustand, so wird diese (nach Zeit O(c")) gefunden. O

Satz 5.15
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schoning]).
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Satz 5.15
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schoning]).

,»=—": Grammatikregeln konnen direkt die Rechenregeln einer TM

simulieren.
(<, 7.,0) = (‘(/, 7/,/5’//

2446

Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine:
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Satz 5.15
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schoning]).

»——": Grammatikregeln konnen direkt die Rechenregeln einer TM
simulieren.

,<—": Die (nichtdeterministische) TM versucht von ihrer Eingabe
aus das Startsymbol der Grammatik zu erreichen, indem sie die
Produktionen der Grammatik von rechts nach links anwendet,
(nichtdeterministisch) an jeder méoglichen Stelle. O

K~ f
- —
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Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine:

Die k Kopfe sind véllig unabhdngig voneinander:

§:QxTF 5 QxT*x {L,R N}
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Satz 5.16
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM

simuliert werden.

Satz 5.16
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.

Beweisidee: Aus

o|oloja|blala|#|ala|b|b|alo|O
I
M .
o|o|b|a|blalalblala|b| al a|o|o
wird
O|o|oj a|blala|#|a|a| b|b|a|o|o
M)
o|o|b|albla|a|bla|a|b| a a|o|o
*
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Satz 5.16
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.

Beweisidee: Aus

Beweisskizze:

o I":= (T x {x,0})*
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Satz 5.16
Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden.

Beweisidee: Aus

wird

Beweisskizze:

o I'":= (T x {x,0})*
o M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’

248
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Beweisskizze:

o [M:=(I'x {@D})k

Beweisskizze:

o I":= (T x {x,0o})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x iiberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q') die Zeichen iiber jedem .
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Beweisskizze:

o IV := (I x {x,0})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x {iberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q') die Zeichen iiber jedem x.
o hat jetzt alle Information, um §,; anzuwenden.

Beweisskizze:

o I'":= (T x {x,0})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x liberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q') die Zeichen iiber jedem x.
o hat jetzt alle Information, um §,; anzuwenden.
o geht nach links iiber alle x hinweg und fiithrt dabei &;;
aus.

Beobachtung:

n Schritte von M lassens sich durch
O(n?) Schritte von M’ simulieren.
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Beweisskizze:

o I":= (T x {x,0})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x iiberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q) die Zeichen iiber jedem x.
o hat jetzt alle Information, um §,; anzuwenden.
o geht nach links iiber alle x hinweg und fiihrt dabei
aus.

Beweisskizze:

o I":= (T x {x,0o})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x iiberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q) die Zeichen iiber jedem x.
o hat jetzt alle Information, um J,; anzuwenden.
o geht nach links iiber alle x hinweg und fiihrt dabei s
aus.

Beobachtung:

n Schritte von M lassens sich durch
O(n?) Schritte von M’ simulieren.

Denn nach n Schritten von M trennen < 2n Felder linkesten und
n =2
rechtesten Kopf.
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Beweisskizze:

o IV := (I x {x,0})*
e M’ simuliert einen M-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen x.
e geht nach rechts bis alle x {iberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q') die Zeichen iiber jedem x.
o hat jetzt alle Information, um §,; anzuwenden.
o geht nach links iiber alle x hinweg und fiihrt dabei d;;

aus.
n Schritte von M lassens sich durch
@ chritte von M’ simulieren.

Denn nach n Schritten von M trennen < 2n Felder linkesten und
rechtesten Kopf. Obige Simulation eines M-Schritts braucht daher
O(n) M'-Schritte. Simulation von n Schritten: O(n?) Schritte.

Beobachtung:

5.3 Programmieren mit Turingmaschinen

Die folgenden Basismaschinen sind leicht programmierbar:

@ Bandi:=Band: + 1
e Bandi:=Bandi—1
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5.3 Programmieren mit Turingmaschinen

Die folgenden Basismaschinen sind leicht programmierbar:

@ Band7:=Bandi7 + 1

Seien Mi = (Qi7 E:Fi7 5i7 q;, 0, E)r L= 172
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M
und M bezeichnen wir mit

— My — My —
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Seien Mi = (Qi727ri:5i7Qi7 D7Fi)r 1= 172
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M,
und M5 bezeichnen wir mit

— My — My —
\\___’___

Seien Mi = (Qi7 E) Pi: 5i7 g, O, Fi)r 1= 1) 2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M
und M5 bezeichnen wir mit
— M) — My —
Sie ist wie folgt definiert:
M = (Q1 UQ2, X, I U2, 6,q1,0, F2)
wobei (0E) @1 N Q2 = 0 und

d:=01UdU
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Seien M; = (Qi@n,&i, D,E), 1=1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M
und My bezeichnen wir mit

— M) — My —
Sie ist wie folgt definiert:

M = (M:E7F1 UI‘Q,&,QLE’,FZ)

Seien Mi = (Qi)zarh(s’i)'%h D:E)r L= 172
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M
und My bezeichnen wir mit
— My — My —
Sie ist wie folgt definiert:

M= (Q1UQ2,%,T1UTy,6,q1,0, F)

wobei (oE) Q1 N Q2 = 0 und

5::61U52U{%M@@|@6@a61“1}
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Sind f; und fo Endzustdnde von M so bezeichnet

fi

— M — M —
I f2
My
1

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach Mj libergeht, und von f5 aus nach Ms.

Sind f; und fo Endzustdnde von M so bezeichnet

— ﬂ)M1—>

f2
M,
!

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach Mj libergeht, und von f5 aus nach M,.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=0?" (bzw ,,Band i = 07"):

6(q0,0) = (q0,0, )
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Sind f1 und fy Endzustinde von M so bezeichnet

f1

— M —= M —

1 fa
M,
+

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach M; iibergeht, und von f> aus nach Ms.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=0?" (bzw ,,Band i = 07"):

6(g0,0) = (qo0,0, R)

Sind f1 und fo Endzustinde von M so bezeichnet

— M A M, —
L fo A
M, — Pard = p? .
\J (L‘m.

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom End’gjs}tand f1 von
M nach M, iibergeht, und von f2 aus nach Ms.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=0?" (bzw ,,Band i = 07"):

2 u,
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Sind f; und fo Endzustdnde von M so bezeichnet

—)MAM14>
1 f2
Moo
+

eine Fallunterscheidung, dh-eine TM, die vom Endzustand f; von

M nach M, libergeht, und von f> aus,nach Ms.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=0?" (bzw ,,Band i = 07"):

6(q0,0) = (qo,0,R)
5((]07[') = (ja7D7L)
5(qo,a) = (nein,a,N) flira #0,0

wobei ja und nein Endzustande sind.
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Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

— Bandi=0? 2%
T | nein
M

die sich wie while Band ¢ # 0 do M verhilt.

Moral: Mit TM kann man imperativ programmieren:

if
while
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