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3.12 Minimierungcendlicher Automaten

Wir zelgen dass jede regulire Sprache einen
DFA hat un/? ¢ i

(1] Belsplele

ein enﬁ\rj{zy
FA ere .
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Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢ aus nicht erreichbaren Zustande.

© Berechne die aquivalenten Zustinde des Automaten.

Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢g aus nicht erreichbaren Zustande.
© Berechne die aquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.
Zustdnde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € >* gibt mit
d(p,w) € F und §(q,w) ¢ F oder umgekehrt.
Zustinde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,
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Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢y aus nicht erreichbaren Zustiande.

© Berechne die aquivalenten Zustande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.

_— ——
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Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢y aus nicht erreichbaren Zustiande.
© Berechne die aquivalenten Zustande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustande.

Zustinde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € »* gibt mit
d(p,w) € F und 6(q,w) ¢ F oder umgekehrt.
Zustande sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,

d.h. wenn fiir alle w € ¥* gilt:
R LA et

dpw)e F < o(qw)eF

e Gilt pe Fund g ¢ F, dann sind p und ¢ unterscheidbar.

112



Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢ aus nicht erreichbaren Zustande.
© Berechne die aquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.

Zustdnde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € >* gibt mit
d(p,w) € F und §(q, w) ¢ F oder umgekehrt.

Zustinde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,
d.h. wenn fiir alle w € ¥* gilt:

~ ~

dp,w)e F < d(q,w)eF

e Gilt p € Fund ¢ ¢ F', dann sind p und ¢ unterscheidbar.

112

Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢g aus nicht erreichbaren Zustande.
© Berechne die aquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.

Zustdnde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € >* gibt mit
d(p,w) € F und §(q,w) ¢ F oder umgekehrt.

Zustinde sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,
d.h. wenn fiir alle w € ¥* gilt:

~ ~

p,w) e F < d(qw)eF

e Gilt p € Fund ¢ ¢ F, dann sind p und ¢ unterscheidbar.
e Sind d(p,a) und (g, a) unterscheidbar, dann auch p und q.
= Unterscheidbarkeit pflanzt sich riickwérts fort.
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Algorithmus zur Minimierung eines DFA

@ Entferne alle von ¢y aus nicht erreichbaren Zustiande.
© Berechne die aquivalenten Zustande des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.
Zustidnde p und ¢ sind unterscheidbar wenn es w € »* gibt mit
d(p.w) € F und §(q,w) ¢ F oder umgekehrt.
Zustande sind dquivalent wenn sie nicht unterscheidbar sind,
d.h. wenn fiir alle w € ¥* gilt:

dpw)e F < d(qw)eF

e Gilt p e F und g ¢ F, dann sind p und ¢ unterscheidbar.
e Sind d(p,a) und d(q, a) unterscheidbar, dann auch p und q.
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Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA
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Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 0, qo, F)

O

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 4, qo, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:
Q@ U ={{pd}|peFNrqg¢F}
@ while I{p,q} ¢ U. Ja € X. {d(p,a),d(q,a)} € U

do U= U U {{p,q}}
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Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 6, qo, F)

Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 6, qo, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.

Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.

Algorithmus U:
@ U={{pg}lpecFrq¢ F} ¢

Q@ while I{p,q} ¢ U. Ja) X. {6(p,a),d(q,a)} € U
doU:=UU{{p.a)y &

Invariante: {p,q} € U = p und ¢ unterscheidbar
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Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFAA—(Q,EW U .0

Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:

Q@ U={{pag}|lpeFNrqg¢gF}

@ while I{p,q} ¢ U. Ja € X. {§(p,a),d(q,a)} € U
do U :=UU{{p,q}}

Invariante: {p,q} € U = p und q unterscheidbar

Lemma 3.48
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustandspaare.

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 4, qo, F)

Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
gorith
QU ={{pg}|lpeFAq¢g F} —

@ while 3{p. ¢t ¢ U. Ja € ¥. {4(p,a),d(q,a)} €U
do U:=UU{{p,q}} -
p,q} € U = p und g unterscheidbar

Invariante:

Lemma 3.48
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustandspaare.

Beweis:
{p,q} € U = p und ¢ unterscheidbar: Invariante

p und q unterscheidl;\ar = {p,q} € U:
WV=40,—*%2, /g\(/olv) f/qlu)/)[u
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Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 6, qo, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:
@ U={{pg}|peFNrqg¢gF}

@ while 3{p,q} ¢ U. Ja € X. {§(p,a),d(q,a)} €U
do U :=UU{{p,q}}

Invariante: {p,q} € U = p und q unterscheidbar
Lemma 3.48
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustandspaare.

Beweis:
{p,q} € U = p und q unterscheidbar:

Berechnung aquivalenter Zustande eines DFA

Eingabe: DFA A = (Q, %, 6, qo, F)
Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.
Datenstruktur: Eine Menge U ungeordneter Paare {p,q} C Q.
Algorithmus U:
@ U:={{pg|peFNrq¢gF}
@ while 3{p,q} ¢ U. Ja € X. {§(p,a),d(q,a)} €U
do U :=UU{{p,q}}

Invariante: {p,q} € U = p und ¢ unterscheidbar

Lemma 3.48
Am Ende gilt: U ist Menge aller unterscheidbaren Zustandspaare.

Beweis:

{p,q} € U = p und q unterscheidbar: Invariante

p und ¢ unterscheidbar = {p,q} € U:

Induktion liber die Lange eines unterscheidenden Worts.
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Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # ¢.

0

X 2

|3
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Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # ¢.

0

2

|3

forall pc F, ¢ € Q\ F do markiere {p,q}
while 3 unmarkiertes {p, ¢}
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Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # ¢.

0

1
U e

|3

forall pc F, g € Q\ F do markiere {p, q}

Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p,q}, p # ¢.

0

2

|3

forall pc F, g € Q\ F do markiere {p, q}
while 3 unmarkiertes {p, ¢} 3a € ¥. {d(p,a), d(q,a)} ist markiert

114
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Implementierung von U: Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # ¢. Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # ¢.

0

0

2

2

|3

|3

~— forallpeF qe @ \ ' do markiere {p,q} forall pc F, g € Q\ F do markiere {p, q}
while 3 unmarkiertes {p, ¢} Ja € ¥. {é(p,a),d(q,a)} ist markiert

while 3 unmarkiertes {p, ¢} Ja € ¥. {d(p,a),d(q,a)} ist markiert
o o e——— .
do markiere {p, q} do markiere {p, ¢}

Komplexitat:

n n\ (n n(n— n2(n—1)2
() _ 0/(()+ ()@ =0 (2ol 1 2ty
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Beispiel 3.49

Beispiel 3.49
0 0
1 1
x| x| 2 x| x| 2
x| X 3 x| X 3
X | X 4 x| X 4
x| x| x]|5 (3] x x| x|5
~~———

-~
—Dx
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Beispiel 3.49

115

Beispiel 3.49
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Beispiel 3.49
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Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse: Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —
{p,q} unterscheidbar fall{ {p, ¢} A v, ¢}

116 116

Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse: Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p', ¢} unterscheidbar —- {p’,¢'} unterscheidbar —>
{p,q} unterscheidbar fall{ {p,q} % {p', ¢} {p, ¢} unterscheidbar falls {p, ¢} % {p',q¢'}
D[{p’,q'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer D[{p',q'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp#gq,
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Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —>

{p,q} unterscheidbar falls {p, q} N {pf7 q’}
Di{p',q¢'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer

for a I{p,q}C itp#q a€d do
@ 2(p,a) ¢ = d(g,a)
1

p' # ¢ then D[{p',¢'}] := D{p', ¢} U {{p,q}} . =

Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —>
{p,q} unterscheidbar falls {p, ¢} N v, qd}

DI{p',q'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp+#¢q,a€X do

P =0d(p,a); ¢ :=6(q,a)

if p' # ¢' then D[{p',¢'}] := D[{p', ¢’} U{{p.q}}
forall p’ € F, ¢ € Q\ F do mark({p’,¢'})

mark({p'.q'}) =
if {p’,¢'} unmarkiert then

@)
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Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —
{p, q} unterscheidbar falls {p, ¢} A v, ¢}

D[{p',q'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp#gq,acX do

P =4(p,a); ¢ :=0d(q,a)

if p # ¢ then D[{p/,¢'}] := DI{p',¢'}] U {{p,q}}
forall p’ € F, ¢ € Q\ I do mark({p',q'})

Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —>
{p,q} unterscheidbar falls {p, ¢} A ', q}

D[{p',q'}] : Menge der Paare {p, ¢} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp+#q,ac¥ do

P i=46(p,a); ¢ = 9d(q,a)

if p' # ¢ then D[{p’,¢'}] :== D[{p'.¢'}] U {{p,q}}
forall p’ € F, ¢ € Q\ F do mark({p’,q'})

mark({p’,q'}) =
if {p',q'} unmarkiert then
markiere {p, ¢’}
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Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —>
{p,q} unterscheidbar falls {p, ¢} N . q}

wie oben, anfangs leer e /7@
for all {p,q} CQ mitp#gq, acX do ®/
/. .

7', q'}] : Menge der Paare

_ . - ’ \
if p’ # ¢ then D[{p/,q'}:= DI{p'. ¢’ U{{p,q}} =
orall EF ¢ €Q\ F do mark({p,q}) —=

mark({p'.q'}) =
if {p’,¢'} unmarkiert then S
markiere {p’, ¢’}

for all {p,q} € D[{p',q'}| do mark({p, q}) (771‘? {7,#?
Komplexitat: O@+ n?) = O(n?). f? 3T {Z;j
/ /

6

Eine weitere Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.
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Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p’,¢'} unterscheidbar —
{p, q} unterscheidbar falls {p, ¢} A v, ¢}

D[{p',q'}] : Menge der Paare {p,q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp#gq,acX do

P =4(p,a); ¢ :=0d(q,a)

if p # ¢ then D[{p/,¢'}] := DI{p',¢'}] U {{p,q}}
forall p’ € F, ¢ € Q\ I do mark({p',q'})

mark({p’,q'}) =
if {p/,q'} unmarkiert then
markiere {p, ¢’}

for all {p,q} € D[{pY',¢'}] do mark({p, q})

Komplexitit: O(n? + n?) = O(n?).
Korrektheit?

Eine weitere Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.

@ Gegeben DFAs A und B, bilde disjunkte Vereiningung.
(,Male A und B nebeneinander.")
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Eine weitere Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.

@ Gegeben DFAs A und B, bilde disjunkte Vereiningung.

(,Male A und B nebeneinander.")

@ Berechne Menge der dquivalenten Zustdnde.

Formale Definition des “kollabierten Automaten”

118

120

Der Minimierungsalgorithmus (zur Erinnerung).
@ Entferne alle von ¢y aus nicht erreichbaren Zustande.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

@ Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
aquivalenten Zustande.

Formale Definition des “kollabierten Automaten”

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitat: Va € A. a =~ a
e Symmetrie: Va,bc A.axb = b=a
o Transitivitdt: Va,b,c€ A.ax=bAb~c — a=c

Aquivalenzklasse:
[a]l~ == {b|a= Db}
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Formale Definiti “kollabierten Automaten” N E S / noA V\/ "

A Reﬂexmtat—w% Acirsa) @

e Symmetrie: Va, A.am=b ¥ a -
e Transitiyitdt: Va,b,c A=bAb=c a=c

AN

><T7 4

Fq{tmalgDﬁiniti%dss ‘I}(,gllzi‘by?rtey\AutP\nfatﬁp]" F%malgDﬂiniti%dss ‘I}ggllz?‘bj,(?rtey\Autﬁ\rr'/atﬁp,"

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitat: Va € A. a =~ a f iljem at Va € A, a~a
@ Symmetrie: Va, b€ A. axb — b=a rie: Vab%j gzb/:> b;a-__v
e Transitivitat: Va,b,c € A.a=~bAbx=c — a=xc orl'ranswlwtat./?‘a,b,c €A ax~bANbx=c — a=xc
Aquivalenzklasse: Auivalenzklasse:
al~ == {b|a=b} ’f‘”@‘ff; D11 = G E {blamb}
- (Vs

ey, (22 8RD, 46,
(1,3), [S,Z)

(4,5
e 230G 040), (1), (5.00,48)
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M &€ milin A onlm

(0 {A,-13 §21,-25 .
f 1
to). Tal= 717

{(7,7),(2,2),~~,(46>,
[2/3)/ [S/Z)/

(%5, {[7,&},4%), (m)/(s;e)f(ﬁ%

Im Igendmsel Q 5[(] F) gin DEA ungrreichbare
pio M=(Qp%, 0 am F) £ ohype,

Zustande

De{ n ?ZS Aquwalenz von Zustanden) 7 /«/ -
50 & /L € *5/(pw,gF‘<-:>5-( é}%o

Intu‘tlon Zwei Zugcande sind dquivalent gwd sie die selhe S@rache

TR TaJ= 797,

{(7,7),(2,2),~~,(46),
[2/3)/ [S/Z)/

(%,5), [7,(;),(9,5),({/‘ﬁ)/(s\/mf@?}

Al =iy, (0, 06D}

121

Foyale Definition des ‘I%gllz?‘bj,(?rtey\Autﬁ\n'/atﬁp]n

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls

IeX| it Va e ALa~a Z =
f |eVa62j gzb/:>b;a- - / -
orl'ransmwtat/?‘a bce A, a~bAbx (;,-QECIOJ/ [/7]/{7-.7

\\\j
lenzklasse:
TOTE" = s o fomn)
A by 2,205 460,

[213)/ [S/Z)

A/~ = {la

Al =03, 00, D€}

Im Folgenden sei M = (Q, 3,0, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare

Zustande.
Definition 3.50 (Aquivalenz von Zustinden)

p=mqg < (YweXt dpw)eF <d(quw) el

Intuition: Zwei Zustande sind dquivalent gwd sie die selbe Sprache
erkennen.

Wir schreiben = statt =5, wenn M klar ist.

(&5) , (m (@,5) (7,%),(54) ,(0/573
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Im Folgenden sei M = (Q, %, d, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustande.

Definition 3.50 (Aquivalenz von Zustinden)

p=mq < NVweX dp,w) eF <ilqgw) eF)
Intuition: Zwei Zustande sind dquivalent gwd sie die selbe Sprache
erkennen.

Wir schreiben = statt =,; wenn M Kklar ist.

Einfache Fakten:

@ =), ist eine Aquivalenzrelation.

°® p=ymq = 0(p,a) =nm0(q,q)
@ Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustande, also #.

Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= =

121

122

Im Folgenden sei M = (Q, %, 6, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustande.

Definition 3.50 (Aquivalenz von Zustinden)

(Yw € X*. §(p,w) € F@@

Intuition: Zwei Zustande sind dquivalent gwd sie die selbe Sprache
erkennen.

Wir schreiben = statt =p; wenn M klar ist.

Einfache Fakten:
e = ist eine Aquivalenzrelation.
e p=ryq = d(p,a) =nd(q, )
@ Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustande, also #.

In der weiteren Analyse beziehen wir uns direkt auf =, nicht mehr
auf den Algorithmus.

121

Die ,Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= = (Q/=,

122



Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= = (Q/=, %,

Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

(Q/Ev 276,5 [QO]E’ F/E)
[5(29’ a’)]E

M/= =
' ([pl=sa) =

Die Definition von ¢ ist wohlgeformt da unabhdngig von der Wahl
des Repradsentanten p:

122

122

Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= = (Q/= %, [q)=. F/=)
a'a> = [3(p,a))=

(Z/A’t‘ —) {-7,0,/)5
‘[‘(fﬁj%) = fgm[m)

WZQULM g

favd

—ﬂ ([")J:> = —

Die ,Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

(Q/E’ E’él’ [QO]E: F/E)
[6(2?, a)]E

M/= =
O ([pl=,a) =

Die Definition von ¢’ ist wohlgeformt da unabhingig von der Wahl
des Reprasentanten p:

122
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Dikv\KoHfabierungven) Mk\bzgl/. = ist der Quotieftenautomat:
Definition 3.51 (Quotientenautomat) Z /
{Uj Z =1 Ji @Z—/ ’225)>[QQ = F/=)

P Bl = B =L L07, &, £

~ N

gef|n|t|0nZgj(Llsf‘wohl-%eformt da unabhdngig von der Wahl

des Réprasentant

T ple =] =y oAy =o(p,a)
{[/1/7){(2,2)/~~r({/6)/
(13) (527,
(s B, (o) (£,€), (5.6

Al =ity 0, D€}

i oe

122

Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

f N
1\4/E = (Q/:v 276,: [QO]E, F/—)
'([pl=sa) = [(p,a)l=

Die Definition von ¢ ist wohlgeformt da unabhdngig von der Wahl
des Repradsentanten p:

= p=p 5(p,a) =6(p, a)
= [0(p,a)]==[6(p',a)]=

Lemma 3.52
L(M/=) = L(M)

Beweis: Ubung.

122

Die , Kollabierung" von M bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 3.51 (Quotientenautomat)

M/= = (Q/=, %,¢, [@]=, F/=)
' ([pl=a) = [8(p.a)l=
T
Die Definition von ¢’ ist wohlgeformt da unabhingig von der Wahl
des Reprasentanten p:

Minimalitat des Quotientenautomaten
Eine Beobachtung: Fiir p := d(qo,u) und q := é(qo, v) gilt

= & YweXt b ,
P=MY w (p

w) € F < d(q,w) € F
B -

122
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Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := S(qo,u) und g := S!go,v) gilt

pP=mq & YweXt dpw)eF e dquw)eF
& Yw € ¥*. §(qo,uw) € F < §(qo,vw) € F

Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := S(qo,u) und g := S(qo,v) gilt

pP=pmq & YweX* 5(p,w)€F<:>5(q,w)€F
& Yw € ¥*. §(qo,uw) € F < §(qo,vw) € F
& YweX*. uwe L(M) < vwe L(M)

Definition 3.53

Jede Sprache L C £* induziert eine Aquivalenzrelation
=, CYX*x ¥*:
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Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := d(qo,u) und q := é(qo, v) gilt

p=mq & YweXt dpw)eF < dquw)elF
& Yw € ¥*. §(qo, uw) € F < 6(qo,vw) € F
& YweX*. uwe L(M) < vwe L(M)
, -

Minimalitat des Quotientenautomaten

Eine Beobachtung: Fiir p := 5(q0,u) und q := 5(q0,v) gilt

p=mq & YweXt dpw)eF < dquw)erF
& Yw € ¥*. §(qo, uw) € F < §(qo,vw) € F
& YweX*. uwe L(M) < vwe L(M)

Definition 3.53
Jede Sprache L C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
=, CY*x X"

u=rv < YweX*.uwwel&sovwel
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123



Achtung
P = q ist eine Relation auf Zustanden von M

u =1, v ist eine Relation auf Woértern

wohldp L
T

U=SLon v S(c]o,u) =um 5(qo,v)
Da alle Zustiande von gg erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

MEL(\M) = [M]:]\/j

ist eine Bijektion zwischen den =) und =y Aquivalenzklassen.
E—
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~

U=Loan v & 5(q0,u) = 0(qo,v)

& (g0, 1) = (g0, v)
Da alle Zustdnde von qq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

u EL(M) v

~

[U]EL(M) = [5(QO, u)]EM

ist eine Bijektion zwischen den =p ;) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54
Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von

Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M).
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0(q0,u) = (g0, v)
Da alle Zustdnde von gq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

[3(‘]07 u)]EM

’U,EL(M)’U =

[u]EL(M) =

ist eine Bijektion zwischen den =) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54

Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M).

Beweis:
Sei L := L(M) und M’ ein DFA mit L(M') = L. Dann gilt:
g -y

Q' = 1@ /=wm|

d(q0,u) = (g0, v)
Da alle Zustiande von gq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

’U,EL(M)’U =

ist eine Bijektion zwischen den =) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54

Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zusténde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler
DFA fiir L(M).

Beweis:
Sei L := L(M) und M’ ein DFA mit L(M') =

Q1> 1Q /=] = 27 /=1

e —— %

L. Dann gilt:

125
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Mz, E%DU £ / QQO:@\:MV\SZ‘ZOM

Dafalle Zustande von qq erreichbar sind, gilt sogarfle Abbildung
[u]= 5 gl} 1 To( CJJ SR
A /C/ LTM) =M {fOJ/ fﬁ] fz_"]
ist eine Bijektion zWwischen den =p ;) und =y Aquwalensz%ssen

St bse 1]~
Ist M “eéin DFA ohne_ unerreic lj\b;re Zustande, so ist der von
rithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler

DFA fiir L(M).
Sedid | 5 $01,0,00,2), = (66,
and’ M’ eifr DFfA)pnlgfglzJVj) L. Dann gilt:

Q1> 1L 5,0, Cee) (4 ), (5.6

Al =03, 00, D€}

125

U=Loan v & 5(q0,u) =y 5((]0,’0)

Da alle Zustdnde von qq erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

[3(%7 u)]EM’

[U]EL(M’) =

ist eine Bijektion zwischen den =p ;) und =y Aquivalenzklassen.

Satz 3.54
Ist M ein DFA ohne unerreichbare Zustinde, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat M /= ein minimaler

DFA fiir L(M). —
Beweis:
Sei L := L(M) und M’ ein DFA mit L(M') = L. Dann gilt:

’ Q=0 = 15" /=) —
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Es gilt sogar:

Fakt 3.55

Alle Quotientenautomaten M /=, fiir die gleiche Sprache L(M)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

126

Es gilt sogar:

Fakt 3.55

Alle Quotientenautomaten M /=, fiir die gleiche Sprache L(M)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch

eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustinde des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =;, Aquivalenzklassen. O

Beispiel 3.56 t/)
e

/’
S
Sei L :={w € {0,1}* | w endet mit 00}. _\@"’0-)@&)@
SN+~ ™
7
{e]

-
o
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Es gilt sogar:

Fakt 3.55

Alle Quotientenautomaten M /= fiir die gleiche Sprache L(M)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =, Aquivalenzklassen.

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

My =

/r N
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/Eln E) '5L7 [E]EL7 FL)

mit §z([w]=, ,a) = [wal=, und F = {[w]=, | w € L}.

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (E*/Eln E) '5L7 [E]EL7 FL)
mit §z([w]=, ,a) = [wal=, und F = {[w]=, | w € L}.

Man sieht: &, ist wohldefiniert und 4 ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* st genau dann reguldr, wenn =, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
,=—": Ist L regular, so wird L von einem DFA M akzeptiert.
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)
ML = (Z*/E[n Z, 5[/7 [E]EL: FL)
mit d([w]=, ,a) = [wal=, und Fp := {[w]=, | w € L}.

Man sieht: §;, ist wohldefiniert und 4z ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

O

Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

My = (XY=L, %, 61, ld=,, FL)
mit d([w]=, ,a) = [wal=, und Fp := {[w]=, | w € L}.
Man sieht: §., ist wohldefiniert und 4z ([e]=,,w) = [w]=, .

Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X" ist genau dann regular, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:
»=—": Ist L regular, so wird L von einem DFA M akzeptiert.
Daher hat =, so viele Aquivalenzklassen wie M/=)s; Zustande.
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Definition 3.57 (Kanonischer Minimalautomat)

mit 67, ([w]=, . a) = [Wa]=]

und wl=, |w € L}.

Man sieht: & ist wohldefiniert und 4 ([e]=,,w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(M) = L.

Satz 3.58 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* ist genau dann reguldr, wenn =, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

,=——": Ist L regular, so wird L von einem DFA M akzeptiert.
Daher hat =7, so viele Aquivalenzklassen wie M /= Zustande.
,<—": Hat =/, endlich viele Aquivalenzklasse,

so ist My, ein DFA mit L(M) = L. O
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Wie sieht My, aus wenn L nicht regular ist?
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