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3.1 Deterministi endliche Automaten

b a a,b
Bl
(0D &

Eingabewort baba ~» Zustandsfolge 0,0,1,2,2.

Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q, %, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

e einer (totalen!) Ubergangsfunktion §: Q x ¥ — Q,
@ einem Startzustand ¢g € @, und
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Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,
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Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @),

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

o eciner (totalen!) Ubergangsfunktion § : Q@ x ¥ — Q,

@ einem Startzustand ¢y € @, und

e eciner Menge F' C (@ von Endzustanden (akzeptierenden Zust.)

Die von M akzeptierte Sprache ist

LOD)= {w e = | (a0, w) € FY

37



Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q, %, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

@ einer (totalen!) Ubergangsfunktion 6 : Q x ¥ — @Q,

@ einem Startzustand ¢g € @, und

e einer Menge F' C (Q von Endzustdnden (akzeptierenden Zust.)

Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) = {w € = | (g0, w) € F},
Wob @ x X* — Q@ rekursiv definiert ist durch

A

(g, €) q
(g, aw) = 06(d(q,a),w) firaee X, weX*
< N
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Eigenschaften von 4

® d(g.a) =d(q,a).
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Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @,

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

o einer (totalen!) Ubergangsfunktion §: Q@ x ¥ — Q,

@ einem Startzustand ¢y € @, und

e eciner Menge F' C () von Endzustanden (akzeptierenden Zust.)

Die von M akzeptierte Sprache ist
L(M) := {w € £* | §(qo,w) € F},

wobei ¢ : Q x X* — Q rekursiv definiert ist durch

A

d(q,€)

q
5(g,aw) = 6(8(g,a),w) firaec X weX*

Definition 3.2
Eine Sprache ist reguldr gdw sie von einem DFA akzeptiert wird.

Definition 3.1
Ein deterministischer endlicher Automat (deterministic finite
automaton, DFA) M = (Q,X, 4, qo, F') besteht aus

@ einer endlichen Menge von Zustanden @),

e einem (endlichen) Eingabealphabet X,

o eciner (totalen!) Ubergangsfunktion § : Q@ x ¥ — Q,

@ einem Startzustand ¢y € @, und

e eciner Menge F' C (@ von Endzustanden (akzeptierenden Zust.)

Die von M akzeptierte Sprache ist [(q d.) -
X /
L(M) = {w € = | §(qo,w) € F)

5 A
A £)=
wobei § : @ X ¥* — (@ rekursiv definiert ist durch d’\&r ! “

0(ge) = f (

—_— ———

Definition 3.2 (((?/ 4)

Eine Sprache ist reguldr gdw sie von einem DFA akzeptiert wird.

-
~

] I(1,4) ¢
g, aw) = 0(6(q,a), w) fUraGE,w/g W/
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Eigenschaften von 5
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Beispiel 3.3

b a a,b

D0, 0
O~

Akzeptierte Sprache = alle Worter lber {a, b}, die ab enthalten.

’
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Graphische Darstellung

o Endliche Automaten kdnnen durch gerichtete und markierte
Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

39

Beispiel 3.3

b a a,b

O——0——()
Akzeptierte Sprache = alle Worter tiber {a, b}, die ab enthalten.
o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.

40



Beispiel 3.3

Akzeptierte Sprache = alle Worter liber {a, b}, die ab enthalten.

o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.

Beispiel 3.3

Akzeptierte Sprache = alle Worter lber {a, b}, die ab enthalten.

o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.
Betrachte in der Zustandsfolge fiir w den Zeitpunkt, in dem
Zustand 1 zum letzten Mal besucht wird (existiert weil die
Folge in Zustand 2 endet).
Ummitelbar davor wird a gelesen und unmittelbar danach b
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Beispiel 3.3

Akzeptierte Sprache = alle Worter tiber {a, b}, die ab enthalten.
o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.
Betrachte in der Zustandsfolge fiir w den Zeitpunkt, in dem
Zustand 1 zum letzten Mal besucht wird (existiert weil die
Folge in Zustand 2 endet).
Ummitelbar davor wird a gelesen und unmittelbar danach b

o Jedes Wort, das ab enthalt, wird akzeptiert.

40



Beispiel 3.3

Akzeptierte Sprache = alle Worter liber {a, b}, die ab enthalten.

o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.
Betrachte in der Zustandsfolge fiir w den Zeitpunkt, in dem
Zustand 1 zum letzten Mal besucht wird (existiert weil die
Folge in Zustand 2 endet).
Ummitelbar davor wird a gelesen und unmittelbar danach b

@ Jedes Wort, das ab enthéiI’E, wird akzeptiert.
Fiir alle ¢ € {0, 1,2} gilt: 0(q, ab) = 2.
Fir alle w' € {a,b}* gilt: 6(2,w") = 2.

Beispiel 3.4

Fir w € {0,1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.
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Beispiel 3.3

Akzeptierte Sprache = alle Worter tiber {a, b}, die ab enthalten.
o Jedes Wort, das akzeptiert wird, enthalt ab.
Sei w ein Wort, welches akzeptiert wird.
Betrachte in der Zustandsfolge fiir w den Zeitpunkt, in dem
Zustand 1 zum letzten Mal besucht wird (existiert weil die
Folge in Zustand 2 endet).
Ummitelbar davor wird a gelesen und unmittelbar danach b

o Jedes Wort, das ab enthalt, wird akzeptiert.

Fiir alle ¢ € {0,1,2} gilt: 6(¢.ab) = 2.
Fir alle w’ € {a,b}" gilt: M R
= 0(0, wabw") = 6(8(6(0, w), ab),w’') = 4(2,w’) = 2

Beispiel 3.4

Fiir w € {0, 1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.
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Beispiel 3.4

Fir w € {0,1}* sei #w die von w bindr reprisentierte Zahl,
2B #100 = 4.

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beispiel 3.4

Fir w € {0,1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:
Fiir alle w # €, #w ist gerade gdw w endet mit 0.
1. 0(0,w0) =
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Beispiel 3.4

Fiir w € {0, 1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:
Fiir alle w # ¢, #w ist gerade gdw w endet mit 0.

Beispiel 3.4

Fiir w € {0, 1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:
Fiir alle w # ¢, #w ist gerade gdw w endet mit 0.
1. 6(0,w0) = 6(6(0,w),0)
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Beispiel 3.4

Fir w € {0,1}* sei #w die von w bindr reprisentierte Zahl,
2B #100 = 4.

%o
-

/.———,/" O

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:
Fir alle w # €, #w ist gerade gdw w endet mit 0.
1. 0(0,w0) = 6(6(0,w),0) =0 € F, daher w0 € L(A)

Beispiel 3.4

Fir w € {0,1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:

Fiir alle w # €, #w ist gerade gdw w endet mit 0.

1. 5(0,w0) = 6(6(0,w),0) =0 € F, daher w0 € L(A)
2. 6(0,w1) =6(5(0,w),1) =1 ¢ F, daher wl ¢ L(A)

41
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Beispiel 3.4

Fiir w € {0, 1}* sei #w die von w bindr reprasentierte Zahl,
2B #100 = 4.

0 1

04 0
4—‘—0

/‘
Der DFA akzeptiert genau die w € {0, 1}* so dass #w gerade ist.

Beweis:

Fiir alle w # €, #w ist gerade gdw w endet mit 0.

1. 6(0,w0) = 6(6(0,w),0) =0 € F, daher w0 € L(A)
2. 0(0, wl) = §(5(0,w), 1) =1¢F,

41

Beispiel 3.5
0 1
o o L)
O —o=—
1 0

Der DFA akzeptiert genau die Worter w € {0, 1}* mit: #w ist ein
Vielfaches von 3.

42



3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0, 1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6

Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:

0,1

43
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0,1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0,1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6

Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:

0,1

Ql 0,1
() ——)—()

Wort wird akzepiert gdw es einen Weg zum Endzustand gibt.

43



3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0, 1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6

Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:

0,1

NN

Wort wird akzepiert gdw es einen Weg zum Endzustand gibt.

9 1 ®O,l®

Intuitive Vorstellung:
@ Der Automat durchsucht alle moglichen Wege

@ Der Automat “rat” den richtigen Weg.

3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0, 1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6

Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:

0,1

g; Lo Qlﬁé

NN

Wort wird akzepiert gdw es einen Weg zum Endzustand gibt.
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten (NFAs)

Verallgemeinerung von DFAs: Aus einem Zustand eines NFAs
konnen 0,1, oder mehr Transitionen mit derselben Beschriftung
ausgehen.

Beispiel 3.6
Erkennung der Binarzahlen, deren vorlezte Ziffer 1 ist:
0,1 ary
1 0,1

\Q @) @

AP AL "
WArt wird, akzepiert gdws einen Weg zum Endzustand gibt.

f il s i W

NN ' NG
[,\)

°9

Definition 3.7

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, %, 4, qo, F), so
dass

e (Q, %, qo und F sind wie bei einem DFA

43
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Definition 3.7
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, X, 6, qo, F), so
dass
e (, %, qp und F sind wie bei einem DFA
0(0:Q x X — )
P(Q) = Menge affér Teilmengen von Q = 2.

Definition 3.7

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, X, 6, qo, F), so
dass

e (Q, %, ¢ und F sind wie bei einem DFA

0 5:QxX—PQ)
P(Q) = Menge aller Teilmengen von @ = 2@
Alternative: Relation § C ) x ¥ x Q.

Beispiel
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Definition 3.7
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, %, 4, o, F), so
dass
@ (, X, qo und F sind wie bei einem DFA
0 0:QxX—PQ)
P(Q) = Menge aller Teilmengen von Q = 2.
Alternative: Relation § C Q x ¥ x Q.
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Definition 3.7

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel N = (Q, %, 4, qo, F), so
dass

e (Q, %, qo und F sind wie bei einem DFA

ol -Q x X —P(Q)
P(Q) = Menge aller Teilmengen von @ = 2Q
Alternative: Relation § C ) x X x Q).

Beispiel

0,1 —_—

Q@g{g}({%l:g
®) @ JQ{T}T%;}/

e

44



Erweiterung vond: Q x X — P(Q)
€5} P(Q) x T = P(Q):

Erweiterung vond: Q x X — P(Q)
auf 6 : P(Q) x ¥ — P(Q):

5(S,a) = U d(q,a)

qeS

= 0:P(Q) x T* = P(Q)

45

45

Erweiterung vond: Q x X — P(Q)
auf 5 P(Q) % 5 - PIQ)

8(S,a) = q,a)
qeS

45

Erweiterung vonéd: Q x X — P(Q)
auf 6 : P(Q) x ¥ — P(Q):

45



Graphische Darstellung

/

e Endli¢he A”l‘.l/tomaten kdnnen durch gerichtete und markierte
Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

Erweiterung von d: Q x X — P(Q)
auf 6 : P(Q) x ¥ — P(Q):

5(S,a) = U 0(q,a)

qeS
= 5:P(Q) x T = P(Q)
Intuition:
g(S,w) ist Menge aller Zustande,
die sich von einem Zustand in .S aus mit w erreichen lassen.

Die von N = (Q, X, 9, qo, I') akzeptierte Sprache ist

~

L(N) :={w e X" [ 6({qo}, w) N F # 0}

Um Tod durch Notatjen zu vermeiden schreiben wir oft nur
@statt 5 und ¢ Statt

39
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Erweiterung vond: Q x X — P(Q)
auf 6 : P(Q) x ¥ — P(Q):

5(8,a) := U d(q,a)

qeS

N :>< 5
Intuition: S .g ZQ

5(@10) ist Menge aller Zustande,
die sich von einem Zustand in S aus mit w erreichen lassen.

Beispiel

=
=

o=
©,

0,1 @
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Beispiel Beispiel

0,1
1 0,1

U
P——)——)

5({p,q},10)
—  56(p.q}.1),0)

— |

46
Beispiel Beispiel
P 0,1 P

46

=




Beispiel

o NFA wird (typischerweise) nicht direkt als Recognizer

verwendet

0,1
5({p,q},10)
—  5(6({p.q}, 1),0)
= 5(6(p.1)U(g,1),0)
= 5p.q.r}.0)
= ({p ¢.r},0)

0) Ud(q,0)Ud(r,0)

//’] /Vf ¢

46
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Beispiel

0,1

.

o NFA wird (typischerweise) nicht direkt als Recognizer

verwendet

@ sonder ist meist Zwischenstation auf dem Weg zum DFA

N

0,1 @

b

({p,q},10)
(0({p,q},1),0)
(0(p,1) U (g, 1),0)
( )

8( )

Shp S Sab

{r.q,7},0
{r.q,7},0
d(p,0) Ud(g,0) Ud(r,0)

{prtuf{rtud = {p,r}
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o NFA wird (typischerweise) nicht direkt als Recognizer
verwendet

@ sonder ist meist Zwischenstation auf dem Weg zum DFA
oder kompakte Darstellung einer Sprache

3.3 Aquivalenz von NFA und DFA

Satz 3.8
Fiir jeden NFA N gibt es einen DFA M mit L(N) = L(M).

Beispiel

47
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3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
Satz 3.8

Fiir jeden NFA N gibt es einen DFA M mit L(N) = L(M).

Beweis:
Sei N = (Q,E,@qO,F) ein NFA.

48
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Beweis: f' F[Q)XZ\)//Q}

Sei N = (Q,%, 0, qo, )eln NFA.

Definiere den DFA M = 5 {qo}, Fu):
Fyy

f{SQQISﬂlﬁém}

Beweis:
Sei N = (Q,%,0,qo, F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q),%,8,{q0}, Fum): //

Fa = {SCQ|SNF#0)

—-—

@ b

Dann gilt:

w e L(N q},w)NF #£0 Def.

({
{Q'o} e@ Bei v

va Q'zl>

49

49

Beweis:

Sei N = (Q,E,&,qo,® ein NFA. O

Beweis:
Sei N = (Q, X%, 0,qo, F) ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q),%,6,{qo}, Far):

Fu={SCQ|SNF+#0}

Dann gilt:
we L(N) < 3({q0},w) NF #( Def.
& 5({qo},w) € Fy Def.
& we L(M) Def. O

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

49
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Beweis:

Sei N = (Q, %, 8,q0, F) ein NFA. \

Definiere den DFA M = (P(Q),E,@FM):
—{SCQISNF £0)

Dann gilt:
w € L(N) 3 {qo}w)NF #0 Def.
5 {(]O} € Fy Def.
& we L(M) Def. O

)

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

In der Praxis werden nur die aus qg erreichbaren Zustanden
konstruiert.

OO — QO FTy

Beispiel 3.9

Ly, = {w € {0,1}* | das k-letzte Bit von w ist 1}

50

Beweis:
Sei N =(Q,%,0,q0, F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q),%,0,{qo}, Fm):

—{SCQ|SNF#0)

Dann gilt: R
w € L(N) 6({qo},w)NF # 0 Def.
5 {qo} G Fy Def.

& we L(M) Def. 0

>

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

In der Praxis werden nur die aus gg erreichbaren Zustinden
konstruiert.

Trotzdem: Fiir einen NFA mit n Zustanden kann der entsprechende
DFA bis zu 2™ Zustande haben.

Beispiel 3.9

Ly = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache:

49
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Beispiel 3.9

Ly = {w € {0,1}* | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache:

0,1
\% 1 @ 0,1 @ 0,1 01 .

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir L;, mit 2F
Zustanden. Geht es kompakter?

Beispiel 3.9

Ly, = {w € {0,1}* | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache:

0,1
\% 1 @ 0,1 @ 0,1 01 .

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir L;, mit 2¥
Zustanden. Geht es kompakter?

Lemma 3.10
Jeder DFA M mit L(M) = Lj, hat mindestens 2% Zustanden.

Im schlimmsten Fall ist ein exponentieller Sprung unvemeidlich.

50

50

Beispiel 3.9

Ly, = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}

Ein NFA fiir diese Sprache:

0,1
% 1 @ 0,1 @ 0,1 01 .

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir L, mit 2F
Zustanden. Geht es kompakter?

Lemma 3.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly, hat mindestens 2% Zustinden.

—
—_—

Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Ly.
® Zuerst zeigen wir fiir alle wy, w € {0, 1}k
wenn w; # wsy dann §(qo, w1) # §(qo, w2).

——

50
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Beweis: Beweis:

Sei M ein DFA mit L(M) = Ly. Sei M ein DFA mit L(M) = Ly.
® Zuerst zeigen wir fiir alle wy, ws € {0, 135 ® Zuerst zeigen wir fiir alle wy, ws € {0, 1}@
wenn wy # wy dann d(go. wy) # 9(qo, w2). wenn wi # wy dann 5(q0,w1) % 5(q0,w2)
Annahme: Es gibt wy, w2 € {0, 1}¥ mit w; # we aber Annahme: Es gibt wy,wz € {0, 1}F mit wy # wy aber
J(qg,wl) = 6(q0,w2) Wir leiten einen Widerspruch ab: d(qo0, w1) = 8(qo, ws). Wir leiten einen Widerspruch ab:

o Sei wy =Wa; . .. ap und wy :@i...bk mit@

51 51
Beweis: Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Lj. Sei M ein DFA mit L(M) = Ly.
@ Zuerst zeigen wir fiir alle wy,ws € {0, 1} o Zuerst zeigen wir fiir alle wy, wy € {0, 1}F:
wenn wy # wy dann d(qo, w1) # d(qo, w2). wenn w; # wsy dann §(qo, w1) # §(qo, w2).
Annahme: Es gibt wy,wy € {0, 1}* mit wy # wy aber Annahme: Es gibt wy,wz € {0, 1}* mit wy # woy aber
0(qo, w1) = d(qo, ws2). Wir leiten einen Widerspruch ab: d(qo, w1) = 8(qo, ws). Wir leiten einen Widerspruch ab:
o Sei w; = @ .ap und wy = u@ b mit a; £ b; e Sei wy; = wa; . ..ap und wg = wh; ... by Mit a; £ b;

OE seia; =1, b; = 0. OEsei,bi—O b-lehiho 40t
o 4
Es gilt einerseits: w10@ = wa; . akOZ ! 6@
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Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Lj.
® Zuerst zeigen wir fiir alle wy, ws € {0, 135

wenn wy # wy dann 8(qo, w1) # (qo, wa).
Annahme: Es gibt wy,ws € {0, 1}¥ mit wy # wo aber

5(q0,w1) = S(Q'O,wz). Wir leiten einen Widerspruch ab:

@ Sei w; = way...a und we = wh; ... by mit a; # b;
OE seia; =1, b; =0.

Es gilt einerseits: w10%*1 =wa; ... CL;.CO_F1 € L
we0iL = wb; .. .kaZ
(T\

Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Lj.
@ Zuerst zeigen wir fiir alle wy, wy € {0, 1}%: \

wenn wy # wy dann 8(qo, w1) # (qo, wa).
Annahme: Es gibt wy,ws € {0, 1}* mit wy # wo aber

$(QQ,QU1) = S(QO,wz). Wir leiten einen Widerspruch ab:

@ Sei w; = way...ap und we = wh; ...bg mit a; #£ b;
OE seia; =1, b; = 0.

Es gilt einerseits:

=wa;...a;07 e Ly,

D= wb, . kal*

Aber es gilt auch: qo,wl()'*

‘
0(6(qo, wa), 0 :6%- %

e Es folgt: M hat mindestens 2* Zustinde.
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Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Ly.
® Zuerst zeigen wir fiir alle w1, ws € {0, 1}k

wenn wi # wy dann S(qo,wl) % 8(qo, w2).
Annahme: Es gibt wy, w2 € {0,1}F mit w; # wy aber

3((]0,’(1)1) = S(QQ,U)Q). Wir leiten einen Widerspruch ab:

e Sei wy = wa;...a, und wy = wbh; ... by mit a; # b;
OEseia; =1, b; =0.
Es gilt einerseits: wl()zfl = wa; . . . akU_ifl €L,
w0t = wh; .. b0 ¢ Ly,

A

Aber es gilt auch{é(qo,wlol 1)‘ 3(8(qo,w1),071) =

0(6(qo, wz2),0"" )*/5(%,1020% 1);

Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Ly.
o Zuerst zeigen wir fiir alle wy, wy € {0, 1}%:

wenn wi # wy dann S(qg,wl) % S(qo,wz).
Annahme: Es gibt wy,ws € {0,1}F mit w; # wy aber

3(qo,w1) = S(QQ,U)Q). Wir leiten einen Widerspruch ab:

e Sei wy; = wa; . ..ap und wg = wh; ... by Mit a; £ b;
OEseia; =1, b; =0.
Es gilt einerseits: w0 ! = wa;...ar0" ' € Ly,
w0t = wb; .. b0 ¢ Ly,
Aber es gilt auch: §(go, w 0°1) = §(8(qo,wr), 07 1) =
0(8(qo, w2),0") = d(qo, w20"") 4

@ Es folgt: M hat mindestens 2* Zustinde.
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Beweis:
Sei M ein DFA mit L(M) = Lj.
@ Zuerst zeigen wir fiir alle wy, wy € {0, 1}%:
wenn wy # wy dann d(qo, wy) # d(qo, w2).
Annahme: Es gibt wy,w; € {0, 1}F mit wy # wo aber
0(qo, w1) = d(qo, ws). Wir leiten einen Widerspruch ab:
@ Sei w; = way...a und we = wh; ... by mit a; # b;
OE seia; =1, b; =0.
Es gilt einerseits: w10%*1 = wa; . .. CL;.CO_F1 € Ly,
wo0 ™t = wb; ... b0 ¢ Ly,

Definition 3.11
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Q x (SU{el) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.
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3.4 NFAs mit e-Ubergingen

@ Diese Erweiterung von NFAs macht sie nicht machtiger

—(man bekommt wieder genau die reguliren Sprachen)

@ aber man kann manche Spr n einfacher beschreiben als
nur mit NFAs.

Definition 3.11°
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Q % (SU{el) » PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
- 0

WO 1

—_—
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Definition 3.11°
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Q x (SU{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0

Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: -

0y q

Definition 3.11
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Q x (SU{el) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0

Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...
Bemerkung: € # ¢; € ist ein einzelnes Symbol, ¢ das leere Wort.
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Definition 3.11°
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

5:Q % (SU{e}) » PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0

Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, X, §, qo, F') als -
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N =1(Q, , qo

53

54



Definition 3.11°
Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

i:Q x(XU{e}) - P(Q).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0
Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...
Bemerkung: € # ¢; € ist ein einzelnes Symbol, € das leere Wort.

53

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (@, %, 9, qo, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N’ = (Q, X, ', o, )

° & :Qx% = PQ):

d'(q,a) := 6({q}.€'ae’) .
120,7>0

@ Falls N das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls

3i>0.5({q},€)NF #£0

dann setze sonst setze F' := F.
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Formal betrachten wir einen eNFA N = (Q, X%, 4, qo, F) al
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N" = Q,E@ qo, ")

()
~Y —

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, %, J, qo, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N’ = (Q, X2, ', qo, F")
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Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, %, 9, qo, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N’ = (Q, X, ¢, qo, F')

0 & :0Qx% = PQ):

Fazit: Die Automatentypen
e DFA
o /NFA
o\ e-NFA

sind gleich machtig.
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Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, %, 4§, qo, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N’ = (Q, X, ¢, qo, F')

0 §:QxT > PQ):

Iy = | 5“%@9)-
i>0,7>0

@ Falls N das leere Wort € akzeptiert, also falls

J3i>0.0({go},€)NF #£0

dann setze F' := F U {qo}, sonst setze I’ := F.

Damit gilt per definitionem:
Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.

Ab jetzt: “e-Ubergang” und “e-NFA”.

3.5 Rechtslinearen Grammatiken

Erinnerung: rechtslineare Grammatiken haben nur Produktionen
der Form A — a, A —aB und S — €.
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