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Priority Queues Heaps

Heap - siftUp()

H. Seidl (TUM) GAD

Selektieren

Sortieren

QuickSelect

Methode analog zu QuickSort
Element quickSelect(Element[] a, int /, int r, int k) {
//'a[l...r]: Restfeld, k:Rang des gesuchten Elements
if (r == I) return afl];
int z = zufallige Positionin {/,...,r}; swap(a,z,r);
Elementp =ajr]; inti=[I-1; intj=r;
do{ // spalte Elementein afl,...,r — 1] nach Pi\)qt p ‘ I
do i++ while (a[i] < p); AN
do j—— while (a[j] > p && j # I);
if (i < j) swap(a, i, );
} while (i < j);
swap (a, i, r); // Pivot anrichtige Stelle
if (k < i) return quickSelect(a, I, i — 1, k);
if (k > i) return quickSelect(a, i + 1, r, k);
else return alk]; // k == -
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Priority Queues Heaps
Binarer Heap als Feld
insert(e)
@ Form-Invariante: H[n| = e; siftUp(n); n++;

@ Heap-Invariante:

vertausche e mit seinem Vater bis
prio(H[L(k — 1)/2]]) < prio(e) fur e in H[k] (oder e in H[0])
siftUp(f) {
while (i >0 A prio(H[L(i — 1)/2]]) > prio(H[])) {
swap(H, i, (i —1)/2]);
i=(i—-1)/2;
}
}

@ Laufzeit: O(logn)
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Priority Queues Heaps Priority Queues Heaps

Binarer Heap als Feld Binarer Heap als Feld

deleteMin()
-_--"_-__-’ .
@ Form-Invariante:

e= f;ﬂg]\
n——;

H[0] = HIn];
siftDown(0);
return e;

PN
(LeaPer] &] e ed] es] eef o] & &)

@ Kinder von Knoten H[i] in H[2i 4+ 1] und H[2i + 2]

@ Form-Invariante: HI0Q]...H[n — 1] besetzt
@ Heap-Invariante: H|[i] < min{H[2i + 1], H[2i + 2]}

@ Heap-Invariante: (siftDown)
vertausche e (anfangs Element in H[0]) mit dem Kind, das die
kleinere Prioritat hat, bis e ein Blatt ist oder
prio(e) < min{prio(ci(e)), prio(cz(e))}.

o Laufzeit: O(logn)
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Priority Queues Heaps Priority Queues Heaps

Binarer Heap als Feld Binarer Heap / Aufbau

deleteMin() build({eg, ..., en-1})
@ Form-Invariante: effizient:
e = HI0]; oFGraIIeie{O,...,n—H:
HOZH”_; oFuraIIefe g —1,...,0:
siftDown(0); S|ftDown
return e;

@ Heap-Invariante: (siftDown)
vertausche e (anfangs Element in H[0]) mit dem Kind, das die
kleinere Prioritat hat, bis e ein Blatt ist oder

prio(e) < min{prio(ci(e)), prio(cz(e))}.

o Laufzeit: O(logn)

VA A
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Priority Queues Heaps Heaps
Binarer Heap als Feld Binarer Heap als Feld
deleteMin() siftDown(i) {
@ Form-Invariante: int m
e = H[0]; while (2i +1 < n) {
— if (2i +2 > n)
HI[0] = HIn]; m=2ld;
siftDown(0); ﬁ@e o o
eturn e, Nf (prio(H[2i + 1]) < prio(H[2i + 2]))
- _m=2j+1;
@ Heap-Invariante: (siftDown) —> else E ;2;:;2 .
vertausche e (anfangs Element in_H_[g]) mit dem Kind, das die ! (D,ttl_Q(_.L'll_ prio(H{m))
kleinere Prioritat hat, bis e ein Blatt ist oder re u’r_?,'
prio(e) < min{prio(ci(e)), prio(cz(e))}- swap(. /1, )
~ _ —_— i=m;
}

o Laufzeit: O(logn)
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Priority Queues Heaps Priority Queues Heaps

Heap - siftDown()

S5'16 255
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau

build({eg, ..., en-1})
@ naiv:

Firalleie{0,...,n—1}:
insert(e;)

= Laufzeit: ©(nlogn)
—_— ——
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau

Laufzeit:

@ k =llogn]: Baumtiiefe (gemessen in Kanten)

e siftDown-Kosten von Level £ aus proportional zur Resttiefe (k — £)
—— ——

@ Es gibt < 2 Knoten in Tiefe ¢.

O[Z 2f(k—-f)]g0(2k Z = ]
0<f<k 0<f<k

0|2k Z c O(n)

j=1

Yot = YediYodi Y ol

Jz1 J=1 jz2 =3

1-22‘@%-22‘%%-22‘%...

=1 =1 Y

(1+1/2+1/4+.)) 20 =2.1=2

=1
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau
build({eo, ..., €n-1})

effizient:
@ Firalleie{0,...,n—1}:
Hli] := e;
oFuraIIefE 3 —1 0
S|ftDown

AAA
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau
build({eo, ..., en-1})

effizient:
@ Firalleie{0,...,n—1}:
HIi] := e;.
9 Furallefe -1,. 0
S|ftDown

AAA

H. Seidl (TUM) S§16 257



Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau
Laufzeit:
@ k =|logn]: Baumtiefe (gemessen in Kanten)
@ siftDown-Kosten von Level £ aus proportional zur Resttiefe (k — £)
@ Es gibt < 2¢ Knoten in Tiefe ¢. 1

0( Y 2l —5)]g0(2k Y

0<f<k 0<t<k

Y jei Yooi4 Yy ode Y odg

=1 j=1 j=2 j=3

- 1-22-@%-22-@%-22-@...

j=1 j=1 j=1

(1+1/2+1/4+..)Y 27 =2.1=2
1
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau

Laufzeit:
@ k =llogn]: Baumiiefe (gemessen in Kanten)
@ siftDown-Kosten von Level ¢ aus proportional zur Resttiefe (k — £)
@ Es gibt < 2 Knoten in Tiefe ¢.

O[Z 2f(k—-f)]g0(2k Y ’;k_f]go

0<t<k 0<t<k

2“2%

J=1

c O(n)

Yi-ei YooipY ol Y odg

Jz1 J=1 jz2 =3

1-22‘@%-22‘%%-22‘%...

=1 =1 Y

(1+1/2+1/4+.)) 20 =2.1=2

=1
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Priority Queues Heaps

Binarer Heap / Aufbau

Laufzeit:
@ k =|logn]: Baumtiefe (gemessen in Kanten)
@ siftDown-Kosten von Level £ aus proportional zur Resttiefe (k — ¢)
@ Es gibt < 2! Knoten in Tiefe ¢.

0(2 2f(k—f)]g0(2’< Y %]go 2"22% co(n)
0<t<k 0<f<k j=1
Yol = YoiiY i)y odg g‘;f:_/_{
s j=1 N j=1 j=2 j=3 &.fO /1"’([
g_ ql“t ?Q\_gqu 1-22‘%%-2?@%-22‘4...
-3 X ga? jz1 =1 j=1
r\_}’,] - (1i142+1/4+...)? 2?’:_2__32
— /1 j=1
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Laufzeiten des Binaren Heaps

@ min(): O(1)
e Tnseri(e): O(log n)
@ deleteMin(): O(logn)

® butd(Es, ., en-1): O(N)

@ M.merge(Q): O(n)

Adressen bzw. Feldindizes in array-basierten Binarheaps kénnen nicht
al§ Handles verwendet werden, da die Elemente bei den Operationen

verschoben werden

= ungeeignet als adressierbare PQs (kein remove bzw. decreaseKey)
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Priority Queues Heaps Priority Queues Binomial Heaps

HeapSort N

[ —

Binomial-Baume

, Binomial Heaps bestehen aus Binomial-Baumen
Verbesserung von SelectionSort:

@ erst build(ey,...,e,-1):_O(n)

[
@ dann n x deleteMin():

vertausche in jeder Runde erstes und letztes Heap-Element,
dekrementiere Heap-GrdBe und fuhre siftDown(0) durch:
O(nlogn)

@ Form-Invariante:
r=4

SRy

@ Heap-Invariante:

= sortiertes Array entsteht von hinten,
ansteigende Sortierungkann mit Max-Heap erzeugt werden

prio(Vater) < prio(Kind)

Elemente der Priority Queue werden in_Heap ltems gespeichert, die eine
feste Adresse im.Speicher haben und damit als Handles dienen kénnen
(im Gegensatz zu array-basierten Bindrheaps)

—_—

Priority Queues Binomial Heaps

@ in-place, aber nicht stabil
o ——— e

@ Gesamtlaufzeit: O(nlogn)
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baume Binomial-Baum: Merge

Beispiel

Korrekte Binomial-Baume: Wurzel mit gréBerem Wert
wird neues Kind der Wurzel
mit kleinerem Wert!

(Heap-Bedingung)

—0 r=1 r=2
1} (6)
®
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aus zwei B;_1{ wird ein B,

—
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Priority Queues Binomial Heaps Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baum: Léschen der Wurzel (deleteMin) Binomial-Baum: Knotenanzahl

B, hat auf Level k € {0, ..., r}
r

aus einem B, genau () Knoten

Warum?

Bei Bau des B; aus 2 B, gilt:
ry (r-1 n r—1
k]  \k-1 k

Insgesamt: B, hat 2" Knoten

werdenﬁr_ﬂ_,...,Bg
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Priority Queues Binomial Heaps

Binomial-Baume Binomial-Baum: Merge

Eigenschaften von Binomial-Badumen:

=0 r=1 r=2 r=3 r=4 r+1
o 8 ®
i/g ﬁ Wurzel mit gréBerem Wert 3 ag (9
wird neues Kind der Wurzel
/ ; mit kleinerem Wert! 17 @ @9

(Heap-Bedingung)
Binomial-Baum vom Rang r
@ hat H6he r (gemessen in Kanten)
@ hat maximalen Grad r (Wurzel)
@ hat auf Level £ € {0,...,r} genau (;) Knoten
e hatY; ,(}) = 2" Knoten

o zerfallt bei Entfernen der Wurzel in r Binomial-Baume
von Rang 0 bis r — 1

aus zwei B;_1{ wird ein B,
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Priority Queues Binomial Heaps Priority Queues Binomial Heaps

Binomial Heap Binomial Heap

Binomial Heap:
@ verkettete Liste von Binomial-Baumen
@ pro Rang maximal 1 Binomial-Baum
° Zeigemmit minimalem Prioritatswert

AAAT

(Zahlen: Rénge)

Beispiel
Korrekter Binomial Heap:

min-Zeiger

Binomial-Baum
vom Rang r=1
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Priority Queues Binomial Heaps Priority Queues Binomial Heaps

Merge von zwei Binomial Heaps ) @@
h

f;\\ wie Bindraddition:
AN AN
A 'A A = 11010000

Binomial Heaps

B;:  Binomial-Baum mit Rang i

Operationen:
@ merge: O(logn)
e insert(e): Merge mit By, Zeit O(log n)
@ min(): spezieller Zeiger, Zeit O(1)
o deleteMin():
sei das Minimum in B;,

durch Loschen der Wurzel zerfallt der Binomialbaum in

10100100
—-—'_-_

BQ, ey B;,1
Merge mit dem restlichen Binomial Heap kostet O(log n)
v a—
Aufwand Tir-Merge: O(log n)
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Priority Queues Binomial Heaps Priority Queues Binomial Heaps

Merge von zwei Binomial Heaps Binomial Heaps

wie Bin&raddition:

P —
A AR ew
A A ...

Aufwand fir Merge: O(logn)

Weitere Operationen:

10100100 @ decreaseKey(h, k): _siftUp-Operation in Binomial-Baum flr das
Element, auf das h zeigt,

dann ggf. noch min-Zeiger aktualisieren
-__—_‘—"—-‘
Zeit: O(logn)

e remove(h): Sei e das Element, auf das h zeigt.
Setze Erjg(’ezﬂund wende siftUp-Operation auf e an bis e in
der Wurzel, dann weiter wie bei deleteMin
—_—

Zeit: O(logn)

Suchstrukturen Allgemeines
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Priority Queues Binomial Heaps

Vergleich Worterbuch / Suchstruktur

@ S: Menge von Elementen
@ Element e wird identifiziert Uber eindeutigen Schlussel key(e)

Bessere Laufzeit mit Fibonacci-Heaps

Fibonacci-Heaps

Verbesserung von Binomial Heaps mit folgenden Kosten: Operationen:

@ min, insert, merge: Q_(M)
@ decreaseKey: O(1) (amortisiert)

@ deleteMin, remove: O(log n) (amortisiert)

@ S.nsert(Eleme): S = SuU({e}

@ Sremove(Key k): S =S\ {e},
wobei e das Element mit key(e) == k ist

@ S.find(Key k): (Worterbuch)
gibt das Element e € S mit key(e) == k zurlck, falls es existiert,
sonst null

Wir werden darauf bei den Graph-Algorithmen zurickgreifen.

@ S.locate(Key k): (Suchstruktur)
gibt das Element e € S mit minimalem Schlussel key(e) zurtick,
far das key(e) > k
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