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4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen s
& n W
Beispiel 224
ag = 2

an =2 ap_1+2" fiirallen > 1
lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung

p =2 ap1 + 2"
Q1 =2 ap o+ an—1 ‘ . (72)

Uy —2 Gy =2 Qg —4-ap_og—+2"—2.2771
=0=a,—4-a,_1+4-a,-2

lineare homogene Rekursionsgleichung 2. Ordnung
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Beispiel (Forts.) - 4.11 Auflésung von Rekursionsgleichungen -
g ° & w
Zu dieser linearen Rekursionsgleichun “ - "
g g Beispiel 224

(17174'(171—1 +4'an—2 =0

gehart das folgende charakteristische Polynom: ag =2
Up =2 ap_1+2" fiirallen > 1
(z—22%=22-4.244=0
lineare inhomogene Rekursionsgleichung 1. Ordnung

ap =2 ap—1 + 2"
A1 =2 Qp o+ 2nt ‘ ) (72)

Qp =2 Qpe1 =2 Qg — 4+ g+ 2" —2. 2771

=ap —4-ap1+4-ap2

lineare homogene Rekursionsgleiching 2. Ordnung
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Beispiel (Forts.) ¢ B -
. . . . 9 ® Beispiel (Forts. .
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung “ [} piel ( ) °
Zu dieser linearen Rekursionsgleichung
B
(271—4-(1,171 +4'(ln,2 =0
— — y o an—4-an1+4-a,-2=0
ehért das folgende charakteristische Polynom: .
£ g 4 gehdrt das folgende charakteristische Polynom:
2 2
r—2)"=2"—4-24+4=0
(z—-2) + (@=2?=a2?—4-24+4=0
—_ -
Spater wird gezeigt, dass die a,, hier von der Form
an = (c1-n+ecg) 2" c1,c5 € C
—
sind.
@
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Beispiel 225
Sei (ag,al,ag) = (0. 1,2) und

(p = Gp—1 — Gp—2 + Gn—3

Vn>3
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5 Beispiel 225 P

Sei (ag,al, (lg) = (0.1,2) und

B
=2} Gp = Gp—1 — Ap—2 + Ap-3 Jrvn 2 3

(also (ai)iz0 =(0,1,2,1,0,1,2,1, .. )) Das zugehorige charakteristische Polynom ist

B tr-1=0=(zr-1D(2+1)

= (r—1)(z —)(z+2).

Setze nun a, = ¢1 - 1" + cg - ™ + ¢3 - (—2)"™. Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen

erhilt man dann ¢; =1 und ¢cg = ¢c3 = 7% also
1 N n
an=1— (" + (—2)")
2
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Satz 226
Sei (q1.q2, - .., q4) eine gegebene Folge, g; € C,d > 1,q4 # 0. Sei weiter

a(z) i =1+qz+ @ +.. .+ qaz?
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Satz 226 (Forts.)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge ( fu)n>0, mit
F(z) = Z fnz"
n>0
der zugehdrigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:
@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

Satz 226 (Forts.)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (fn)n>0, mit
F(z):= Z fn2"
n>0
der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:
@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)
(Vn € Np) {fner +G1 fard—1 T2 fard2t -+ Ga-fa= 0} (¥ne NO)[fner +q1 fatd—r T G2 fnra—2+ .-+ aqi- fa =_‘_O]

@ Erzeugende Funktion:

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Satz 226 (Forts.) Satz 226 (Forts.)

@ Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(gi) < d; fliri=1,...
dass

@ Partialbruchzerlegung: Es gibt Polynome g;, deg(g;) < d; firi=1,....k, so
dass
9i(#)

k

i=1

F(z) = zk: 9i(z)
— (1 —a;z)di

@ Explizite Darstellung: Es gibt Polynome p;, deg(p;) < d;, so dass

(Vn > 0) [fn = Zk:pi(n) . ai"]

i=1
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Satz 226 (Forts.)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (fn)n>0, mit
F(z):= Z fn2"
n>0
der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:
@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

Beweis:
Betrachte die komplexen Vektorriume

Vi = {(fn)nzo : (fn)n>o erfiillt Eigenschaft k}
mit k€ {1,2,3,4}. Es gilt:

(Vn S NU) {an»d +q1 fard—r T G2 farda—2t .. -+ qa-fa= 0}

___\\~//
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Satz 226 (Forts.)
Gelten diese Bedingungen, so sind fiir eine Folge (fn)n>0, mit
F(z):= Z fuz"
n>0
der zugehérigen Erzeugendenfunktion, die folgenden Aussagen dquivalent:
@ Lineare Rekursion: (d ist die Ordnung der Rekursion)

Beweis:
Betrachte die komplexen Vektorraume

Vi = {(fn)nZO ¢ (fn)nzo erfiillt Eigenschaft k}
mit k € {1,2,3,4}. Es gilt:

dim@;) = d
(Vri-€ ND)[fn+d + @1 fogd—1 + g2 ford—2t .ot qa- fo = 0]

@ Erzeugende Funktion:

fiir ein Polynom p(z) vom Grad < d.
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Beweis:

Betrachte die komplexen Vektorriume Beweis (Forts.):

Vi = Vy: Sei Vy. Wir wissen, d
Vi = {(fu)nz0 : (fa)nzo erfiillt Eigenschaft i} ® Vi =Va: Sei (fu)nzo € V. Wir wissen, dass

p(2)
F(z)= fn 2" = .
mit k€ {1,2,3,4}. Es gilt: nzzo a(z)
dim(V;) =d
dim(Wp) = d (p hat d frei wihlbare Koeffizienten)
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Beweis (Forts.):
Beweis (Forts.):

e Vo= V5 Sei (f")ngo e V3, also Weiter gilt, dass

e gl®)
F(Z) - Z (1 _ aiz)d" .
i=1

a(2) = 21 a(),

also
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o V3=V, Sei
Beweis (Forts.):
Daraus erhilt man (durch Bilden des Hauptnenners)

(f")nzo €Vs.
Zu zeigen ist, dass
(fn)nzo e Vi

k
Z 9i(z) - H (1—ajz)b
i=1 ';;1 @

F(z)= =

k qz)’
(1— aiz)d"
11:[1
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o Beweis (Forts.):
Damit gilt, dass

Mit p
-1
1 di +n—1 n 41 ;
. . . . — . . . (Rt — . o]
(1 _ O{iz)d" Z ( n (O{ZZ) gl(z) 9io + itz + ..+ Gidi—1% Z gi g%
.n>0 3=0
_ di+n—1 e nn gilt:
" A di—1 . -
0 gi(2) _Z Zg-'-(di+n_J_1)-a-”_j o
_oad T ] - T
(1—ayz) S\= n—j
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Beweis (Forts.): Beweis (Forts.):

Mit Mit
6i(2) =00+ 017+ -+ 0ig12% ! = ngz 6i(2) = gip+ ginz+ .. +gig-12% = Zgz,ﬂ
gilt: gilt:
- ‘ ) ‘
gi(2) Z gl,J (d1 +n _? - 1) Rl 4i(2) > = L2
(1 — ayz)di = n—j (1 — ayz)%
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Beweis (Forts.):
Also gilt auch, dass

Beweis (Forts.):

g,(z
Z (1 — a;z)?

Mit
gi(2) = gio+ginz+ ...+ gid-1% = Z ng Eodi—1
- i~ )
nt+di—j—1
e 2D D1 DI) SETSTRE (i RO B
gl 1 n>0 | i=1 j=0 B
() . ditn—j—1 =
(b Dl D ST G RV RE e
H n>0 \ j=0 " J
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vi i v -
Beweis (Forts.): = . —
Also gilt auch, dass l

Beweis (Forts.):
Also gilt auch, dass

k k
B 9i(2) g:(%) L)O
=2 e T [l
B Zk:"@‘la__j.g“_(n+di—j—1)_a_n o B Z":‘“‘la , .(n+d1—J—1) |
- 1 2,7 L ) T - ) 1,3 _ 0
n>0 | =1 j=0 di—1 . n>0 | i=1 j=0 di—1
pi(n) pi(n)
Betrachte nun . Betrachte nun .
fo=["F () =D pi(n) - i fo=["F () = piln) - i
i=1 i=1

Es gilt, dass deg(p;(n)) < d; — 1, und damit ist auch (f,) _, € V4, also V3 =V, [ Es gilt, dass deg(pi(r)) < d; — 1, und damit ist auch (f,), ., € Vi, also Va =V, [

//-
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Anwendung: Sei eine homogene Rekursion gegeben, 2. B. @ Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden Funktionen. Wir wissen

schon, dass Indexerniedrigung einer Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht.

Foio=F, E, =0, =1
+2 +1 T 0 1 Also erhalten wir:

F(z) = Z E.z"

nEL
= Z Fo 12"+ Z Froz" + Z dp12"
n€el nel nez

=z -F(a)+2 Fle)+2
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@ Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden Funktionen. Wir wissen
schon, dass Indexerniedrigung einer Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht.
Also erhalten wir:

@ Interpretiere die Gleichung aus 1. mit Hilfe von erzeugenden Funktionen. Wir wissen
schon, dass Indexerniedrigung einer Multiplikation mit einer Potenz von z entspricht.
Also erhalten wir:

F(z)= Z Fpz" F(z) = Z Fpz"

neL nEL
= Z Fo1z"+ Z Fo_oz" + Z Oz = Z Foz"+ Z Fo_0z" + Z dpaz"
nel neZ nel neh nel neZ

:z-F(z)+22-F(z)+z* :z-F(z)+22-F(z)+z

© Lose die Gleichung in F'(z). Das ist leicht: @ Lose die Gleichung in F'(z). Das ist leicht:

z z
F(z) = 3 F(z) = 3
1—2z—=z l—z—=z
Diskrete Strukturen 4.11 Aufldsung von Diskrete Strukturen 4.11 &sung von Re
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© Driicke die rechte Seite als formale Reihe aus und ermittle daraus die Koeffizienten. Es gilt:
Dies ist der schwierigste Schritt. ZunZchst schreiben wir 1 — z — z2 in der Form “ b
1—2—22=(1-az)(1— Bz) und ermitteln dann durch Partialbruchzerlegung die Fz)==z ( )
. l—az 1-jz
Konstanten a und b, so dass gilt:
1 __° . b =z|a a”z"+bz,3nz”
(1—az)(1-B2) 1—az 1-8z" n>0 n>0
_ (aan—l + bﬁn_l)zn
n>1
und somit

Fn _ aan—l T b,@n—l
1 (1+\/5)n_ (1—\/5)n
Y 2 2 ’
nachdem man die Konstanten a und b etwa aus den Gleighungen fiir Fo und Fy
bestimmt hat.
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Es gilt: 4.12 Das Master-Theorem
a b Bei der Analyse von Divide-and-Conquer-Verfahren stéBt man oft auf Rekursionen, die
Flz)== 1—az + 1- 8z sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihrt der
Mergesort-Algorithmus in der Standardvariante zu der Rekursionsgleichung
=zla a"z" + b " .
RZZO HZZ%B Co = Claja) + Cpupm +n firallen>1  und €y =0.
_ Z(aan—l n bﬁn—l)zn
n>1

und somit

Fo=aa™ ' +bgm!
VByn —VByn
=%((1+2 5) 7(1 2 5) )

nachdem man die Konstanten a und b etwa aus den Gleichungen fiir £y und F3
bestimmt hat. N
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