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b’ @ 4.8.2 Differenzenoperator o= 5
@ & . @ &
g Definition 198 g e

Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator
E:f— E(f)
mit E(f)(z) := f(z + 1) heiBt Translationsoperator.
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4.8.2 Differenzenoperator a
Definition 198
Sei f eine Funktion von Z nach C. Der Operator
E:fw E(f)
mit E(f)(z) := f(z + 1) heibt Translationsoperator. Beispiel 199
A f = A(f) Sei a € Ny:
mit A(f)(x) == f(z + 1) — f(z) heiBt (Vorwirts-)Differenzenoperator. E*f)(x)=(EoEo- o E)(f)(z) = f(z+a)
—_——
v f = V(f) a
mit V(f)(z) := f(z) — f(z — 1) heiBt (Riickwarts-)Differenzenoperator.
Mit I als dem Identititsoperator, (also I(f) = f) gilt damit
A(f) =(E-D)()
V() =T =ET()
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Beobachtungen: . .
Seien P, Q Operatoren € {E,I,A,V}, sei a € C. N Beobachtungen: .
° Seien P,Q Operatoren € {E,I,A,V}, sei a € C. PR

(PEQ)(f+g)=P(f)+ Plg) =(Q>) +Q(9))
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(PEQ)(f+9) =P+ Pl) QN +Qg)
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Beobachtungen: D@ Satz 200 DQ
Seien P, () Operatoren € {E,I,A V}, sei o € C. P Aus (4) folgt: PN

(1)
(PiQ)(f+g) = P(f) +P(g) + (Q(f) +Q(Q)) An(f)(”f‘) _ ( - (_1)71—1: (n)Ek) (f)('l)
0

(2} k= g
alP =a-P - el
(@P)(f) (f) =Y~ (k)f(lur k).
(=] k=0
(@QP)(f) =Q(P(N). i.a. (QP)(f) # (PQ)(S)
o "
A"=(E-I"=E-D)...E-1)=Y ((71)"* (”’)E’“)
—_— k
n k=0
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Seen 1.0 Oprs E,IA V), seiaeC ’ Satz 200 ’
eien P, Q Operatoren € {E,I,A |V}, sei o € C. P Aus (4) folgt: PN

(1}
(P£Q)(f +9) = P(f) + Pg) £ (Q() + Q(g)) AT(F)(e) = (Z - L ) L.) ()
k

(2]

n

(aP)(f) = a-P(f) z
. Z;J ( )f( +k).

@P)(N) =Q(P(f), i.a. (QP)(f) # (PQ)(S)

A" =(E-I"=(E—1I)...(E-1) :Z((*”H@Ek)

k=0
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4.8.3 Fallende Fakultat °
g o °
Definition 202
- . el
Sei n € N. Dann gilt: T = ﬁ
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Beweis:
(Wir zeigen nur 1.)

en >0
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Lemma 203
Fiir alle n € Z gilt:
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Beweis (Forts.):
e n < 0. Setze m 1= —n:

Ap=m —

(_,v + l);’” =
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion °
g o °
Definition 204
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:
f=>g
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion s
g " Ay

Definition 204
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt [ eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:

F=>g
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Beweis (Forts.):
e n < 0. Setze m := —n:

Ap=m — (4 1)=2 — =1

= 1¥/ B W

,(:b+2)(1-+3)--.(I+m+1) Z+1)  (z+m)
(r+1)—(z+m+1)

x4+ 1) (z+m+1)
- —m- Tﬂff_—a
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4.8.4 Diskrete Stammfunktion ¢/
&g 0w

Definition 204
Sei f so, dass Af = g. Dann heiBt f eine diskrete Stammfunktion von g. Schreibweise:

=Xy

Satz 205
Sei f eine diskrete Stammfunktion von g. Dann gilt:
b
D9l =Fb+1) - f(a)
Beweis:
Wegen Af = g gilt g(i) = f(i+ 1) — f(i), also
b b
D9 =D _(f+1) = F@) = fo+1) = f()

—_—
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flz) = Z =L,
Beispiel 206
n+1
n+1
fur n # —1.

View Document Comments Forms Tools Advanced
343 | (0ot 10) TRy &) E ==
- Beispiel 207
T °
- .
Sei

Diskrete Strukturen 4.8 Summation und Differenzenoperator Diskrete Strukturen
©Ermst W. Mayr ©Emst W. Mayr
] @R View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help - =l x| @ ®\ View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help . ==l x|
i@ D M [ wuofum Ik Y & # [0 |- - B & A A B =S 00O Y i @ @ bi [55] oot TN ® [ |- - s & AL BB s 00O Y
o= u\ﬁ
- Beispiel 209 B
ks " Ay n 5 & n *
Was ist > k°?
k=0
Beispiel 208
Es ist Aa® = a* ™! (a—1)-a”
1
a
A =a”,
(a—1)
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Beispiel 209 -

Was ist 3 k%7 Es gilt:
Je=0
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Also:

id n+1
L 0
1‘5 1‘2 n+1
- (? T3 )
r=0

(n+1)-n-(‘nfl) (n+1)-n
= : + :
3 2
n-(n+dHr+1)
3 .
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Beispiel (Forts.) ¢
Also: "

> k= ()

k=0

n+1

=0
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Beispiel 210
Es ist
m
™ = E Sk * 75
k=0
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Lemma 211 (Partielle Summation)
Es gilt:
D (D) =Fg9-3 ((Eg)-Af).

Beweis:
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Bemerkung zur Notation:
Bei der Darstellung
S(f-Ag) =7-9-> ((Eg)-Af)
ist zu beachten, dass die diskrete Stammfunktion nur bis auf additive Konstanten
bestimmt ist, links und rechts also eigentlich Klassen von Funktionen stehen (wie bei
den Landau-Symbolen).
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Beispiel 212 »

& w
Berechne “
n k
m
k=1
fiir m > 0.
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Lemma 213 (Newton-Darstellung von Polynomen)

Sei f(x) ein Polynom vom Grad n. Dann gilt:

n k n T
fa =3 SN = Y akro(]).

k=0 k=0
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